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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine �Eins� hast!Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt den Mathe-Sto� der Shulebrauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie und selbstständiges Denken brauhen,aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollte teilneh-men; der Gewinn eines Preises ist dennoh möglih. Denkt bei Euren Lösungen daran, auh denLösungsweg anzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5�7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen;auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur auf der Basis derhalben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, können Lösungen(mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Shüler/innen der Klassen 5�7 erhaltenhierbei die 1,5-fahe Punktzahl. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathis mahen ma-thematishe Entdekungen und Wer forsht mit? werden bei der Vergabe des Forsherpreiseszugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiedenen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.11.2010.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deAn folgenden Shulen gibt es betreuende Lehrer, denen Ihr Eure Lösungen abgeben könnt: amElisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey bei Herrn Kraft, an der Lihtbergshule Eiter-feld bei Herrn Jakob, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal bei Frau Silke Shneider, ander F-J-L-Gesamtshule Hadamar bei Frau Niederle, an der Alfred-Delp-Shule Harges-heim bei Herrn Gruner, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Mattheis, in Mann-heim bei Herrn Wittekindt, am Gymnasium Marienberg Neuss bei Frau Langkamp, amGymnasium Oberursel bei Frau Beitlih, am Leibniz-Gymnasium Östringen bei HerrnRonellen�tsh, am Gymnasium Nonnenwerth in Remagen bei Herrn Meixner und amWilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei Herrn Kuntz.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden in MONOID in der �Rubrik derLöser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu verö�entlihen. DieseAufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondernDeiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih niht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993 gibt esnoh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtlihen Geld-betrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen mathematishenAktivitäten, nämlih: Lösungen zu den Neuen Aufgaben und den Mathespie-lereien, Artikel shreiben, Lösen von Sternhenaufgaben, Erstellen von neuenAufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 103 2



Der Spieler,der Mathematiker und der Juristvon Hartwig FuhsEine kurze VorgeshihteSpiele sind ein uralter Zeitvertreib der Menshen. Am Anfang waren es wohl Ge-shiklihkeitsspiele, mit denen man zeigen konnte: Ih bin besser als du! Späterentdekte man � und zwar ausnahmslos in allen alten Zivilisationen � noh einenganz anderen Typ von Spielen, die Glüksspiele. Deren Reiz liegt vor allem darin,dass ihr Ausgang vom Zufall abhängt und so auh der Ungeshikteste die gleihenGewinnhanen wie der Clevere hat.Aber bald wird man bemerkt haben, dass Glüksspiele � meist Würfelspiele � trotzder Zufälligkeit ihrer Ausgänge doh gewissen Regelmäÿigkeiten unterliegen. Werdiese kennt, ist im Vorteil gegenüber seinen Mitspielern. Deshalb wird man auhnah solhen Gesetzmäÿigkeiten gesuht haben � und die ersten Erfolge dabeihatten gewiss diejenigen, die als Erste ihre Würfel fälshten.Aber die frühesten dokumentierten Untersuhungen von Würfelspielen werden erstzu Beginn der Neuzeit � einer auÿergewöhnlih spielwütigen Epohe � von italieni-shen Gelehrten unternommen: Girolamo Cardano (1501 � 1576) shrieb ein Buh�De Ludo alea� (Vom Würfelspiel) und Galileo Galilei (1564 � 1642) verfasste dieShrift �Dei dadi� (Von den Würfeln).Beide Werke blieben den Zeitgenossen unbekannt � sie wurden erst 1663 bezie-hungsweise 1718 verö�entliht.Es war ein Niht-Mathematiker, von dem dann der entsheidende Impuls zurGrundlegung einer Theorie des Würfelspiels und damit unmittelbar auh der Wahr-sheinlihkeitsrehnung ausging.Der SpielerAntoine Gombaud (1607 � 1684), ein Hö�ing im Dienste derHerzogin von Lesdiguières, der den Titel Chevalier de Mérétrug, war ein landauf und landab bekannter Glüksspieler.Aber er war ein nahdenkliher Spieler, der niht nur wegendes Reizes von Gewinn und Verlust spielte: Er wollte dieGesetzmäÿigkeit entdeken, die er im Würfelspiel vermutete. Dabei stieÿ er aufFragen, für die er keine Antwort �nden konnte.Zu einer dieser Fragen kam es mögliherweise so: Des Chevaliers bevorzugtes Spielwar dies:(1) Ein Würfel wird vier Mal geworfen. Fällt dabei mindestens eine Sehs, hat ergewonnen; fällt keine Sehs, so hat er verloren.3 MONOID 103



Es wird sih im Laufe der Zeit herumgesprohen haben, dass der Chevalier beidiesem Spiel die gröÿeren Gewinnhanen hatte � er gewann ganz einfah häu�gerals seine Mitspieler, so dass er bald niemanden mehr fand, der im Spiel (1) gegenihn setzen wollte.Deshalb versuhte er es mit einer Variation seines Spiels:(2) Ein Würfelpaar wird 24 Mal geworfen. Fällt dabei mindestens eine Doppel-Sehs, so hat er gewonnen � sonst aber verloren.Nah einer Spielsaison wurde ihm klar: Das Spiel (2) war ungünstig für ihn, dennseine Mitspieler gewannen jetzt etwas häu�ger als er. Dieses Phänomen war ihmunerklärlih.De Méré hatte wohl � so nimmt man an � ganz im Sinne der damaligen maÿgeb-lihen mathematishen Autorität Euklid �geometrish�, das heiÿt mit Verhältnis-gleihungen, überlegt:Im Spiel (1) ist die Anzahl der Würfe vier und die Anzahl der möglihen Ergebnisseeines Wurfes ist sehs; im Spiel (2) ist die Anzahl der Würfe 6 · 4 = 24 und dieAnzahl der möglihen Ergebnisse eines Wurfes ist 6 · 6 = 36.Da in beiden Spielen das Verhältnis der Anzahl der Würfe zu der Anzahl dermöglihen Ergebnisse eines Wurfes gleih ist, nämlih 4 : 6 = 24 : 36, solltenauh in beiden Spielen des Chevaliers die Gewinnhanen gleih groÿ, also gleihgünstig für ihn sein.Diese Überlegung und seine Spielerfahrung waren unvereinbar. Da er den o�en-sihtlihen Widerspruh aber niht selbst au�ösen konnte, bat er die MathematikerPasal und Roberval1 um Hilfe bei seinem Problem (zusammenmit einem weiteren,dem so genannten Aufteilungsproblem, auf das wir hier niht eingehen werden).Es war Pasal, der sih der Sahe annahm.Der MathematikerBlaise Pasal (1623 � 1662), als Mathematiker ein Vorläuferder In�nitesimalrehnung und Physiker, war allein shon des-halb an dem an ihn herangetragenen Würfelproblem inter-essiert, weil zu dessen Bewältigung völlig neuartige Begri�eentwikelt werden mussten � eine Wahrsheinlihkeitstheoriegab es ja noh niht einmal in Ansätzen.Pasal konnte tatsählih de Mérés Problem lösen. Er warsih jedoh bewusst, dass er sih dabei in mathematish gänzlih ungesihertemGelände bewegte. Um daher eine Bestätigung für die Rihtigkeit seiner Überlegun-gen zu erlangen, wandte er sih an einen damals weithin anerkannten Zeitgenossen,der im Hauptberuf gar kein Mathematiker war.1 Gilles de Roberval (1602 � 1675), ein Wegbereiter der Di�erential- und Integralrehnung.MONOID 103 4



Der JuristPierre de Fermat (1601 � 1665), ein am Gerihtshof von Tou-louse in hohen Positionen tätiger Jurist, trieb nebenbei und nurzu seinem Vergnügen � fahlih aber durhaus in Augenhöhemit Pasal � so erfolgreih mathematishe Forshung, dass erals der bedeutendste Mathematiker seiner Zeit gilt. Sein Werkist auh in der heutigen Zeit noh gegenwärtig ist: Erst 1993wurde seine berühmte �Fermat-Vermutung� bewiesen.2Der Anfang der WahrsheinlihkeitsrehnungDas Jahr 1654 gilt als das Geburtsjahr der Wahrsheinlihkeitstheorie, denn indiesem Jahr shrieb Pasal einen Brief an Fermat, in welhem er ihm de MérésProbleme sowie seine eigenen Lösungsvorshläge darstellte.Fermat fand shnell � auf einem anderen Weg als Pasal � die gleihen Lösungen,die er umgehend Pasal mitteilte. Daraus entwikelte sih ein Briefwehsel, dessenwihtigster Ertrag darin bestand, dass sih Fermat und Pasal darauf verständig-ten, wie sie den Grundbegri� der Wahrsheinlihkeitsrehnung, die Wahrshein-lihkeit, festlegen sollten.3Am Würfelspiel (1) lassen sih ihre Gedankengänge gut nahvollziehen.Beim Werfen eines unverfälshten Würfels wird man eines der sehs möglihenErgebnisse Ei , mit Ei : gewürfelte Augenzahl = i , i = 1, 2, ... , 6 erhalten. Jedemder möglihen Ergebnisse Ei wird nun die Zahl 1
6 zugeordnet, kurz:

P(Ei) =
1

6
für i = 1, 2, ... , 6.Die Zahl P(Ei) heiÿt die Wahrsheinlihkeit der möglihen Ergebnisse Ei und die

Ei nennt man gleihwahrsheinlih.Beim 2-maligen, 3-maligen, 4-maligen Wurf eines Würfels sind der Reihe nah 62,
63, 64 vershiedene gleih wahrsheinlihe Ergebnisse EiEj , EiEjEk , EiEjEkEl mit
1 ≤ i , j , k , l ≤ 6 möglih, sodass man naheliegender Weise festlegen sollte:

P(EiEj) =
1

62
, P(EiEjEk) =

1

63
, P(EiEjEkEl) =

1

64
.Bei einem Würfelspiel ist man jedoh meist weniger daran interessiert, mit wel-her Wahrsheinlihkeit ein bestimmtes Ergebnis eintritt; es geht eher um dieWahrsheinlihkeit von Ereignissen, die durh bestimmte Bedingungen festgelegtsind � etwa das Würfeln einer vorher festgelegten �Augenkombination� oder einer�Augensumme� oder einer �Doppel-Sehs� und so weiter.2 von Andrew Wiles (geb. 1953), einem britishen Mathematiker3 Zur Lösung des oben erwähnten Aufteilungsproblems konzipierten Fermat und Pasal korrekt einen weiterenunverzihtbaren Grundbegri� der Wahrsheinlihkeitsrehnung, den Erwartungswert.5 MONOID 103



Im Spiel (1) des Chevaliers sei der Spielgewinn als das Ereignis E bezeihnet.Dann sind von seinen 64 möglihen Ergebnissen EiEjEkEl nur die mit mindestenseinmaligem Vorkommen einer Sehs günstig für das Eintreten von E . Die Anzahldieser günstigen Ereignisse sei g . Da jedes von ihnen die Wahrsheinlihkeit 1
64hat, legt man fest:(3) P(E ) = g · 1

64 .Von dieser Gleihung ist es nur ein kleiner, aber entsheidender Shritt zur De�-nition des (klassishen) Wahrsheinlihkeitsbegri�s, den die Mathematik Fermatund Pasal verdankt.De�nitionBei einem Spiel mit zufälligen, gleih wahrsheinlihen möglihen Ergebnissensei E ein Ereignis. Dann hat E die Wahrsheinlihkeit(4) P(E ) =
Anzahl g der für das Eintreten von E günstigen ErgebnisseAnzahl m der insgesamt möglihen Ergebnisse .Fermat und Pasal haben in ihrem Briefwehsel mit dieser De�nition gearbeitet,sie haben sie aber nirgends shriftlih �xiert. Sie be�ndet sih jedoh in dem vonLaplae4 im Jahre 1812 verö�entlihten, den damaligen Entwiklungsstand derWahrsheinlihkeitstheorie zusammenfassenden Buh �Théorie analytique des pro-balitités�. Seither spriht man von der Laplae-De�nition der Wahrsheinlihkeit� eine der vielen Fehlbezeihnungen in der Mathematik.Mit (4) konnte Fermat und Pasal die Gewinnwahrsheinlihkeiten bei den Wür-felspielen (1) und (2) berehnen.Spiel 1Die Anzahl m der möglihen Ergebnisse ist oben mit m = 64 angegeben; dieAnzahl g der günstigen Ereignisse lässt sih am bequemsten über einen kleinenUmweg ermitteln: Man bestimmt die Anzahl u der ungünstigen Ergebnisse � dannist g = m − u.Die einzelnen Rehenshritte können übersihtlih und ganz ausführlih so darge-stellt werden: Anzahl der Würfe m u g1 6 5 6 − 52 6 · 6 5 · 5 62 − 523 6 · 62 5 · 52 63 − 534 6 · 63 5 · 53 64 − 54Für das Spiel (1) ist damit m = 64, g = 64 − 54, so dass(5) P(Gewinn) = 64−54

64 = 0,51774 Pierre Simon Laplae (1749 � 1827), bedeutender französisher Physiker, Astronom und Mathematiker.MONOID 103 6



Spiel 2Ausgehend von 36 möglihen und 35 ungünstigen Ergebnissen (also ohne eineDoppel-Sehs) bei einem Wurf zweier Würfel erhält man (ganz so wie oben) bei24 Würfen m = 3624 möglihe, u = 3524 ungünstige und folglih g = 3624−3524günstige Ergebnisse, so dass für das Spiel (2) gilt:(6) P(Gewinn) = 3624−3524

3624 = 0,5086.Übrigens: Hätte der Chevalier de Méré gefragt, wie oft er nah den Regeln von (2)ein Würfelpaar mindestens werfen muss, damit seine Gewinnhane gröÿer als dieseines Mitspielers ist, dann hätte er wegen (4) die Antwort aus der Ungleihung(7) P(Gewinn) = 36n−35n

36n > 0,5.erhalten, nämlih: Die Anzahl der Würfe muss gröÿer als 25 sein.Mit (6) und (7) ist das Würfelproblem des Chevalier de Méré gelöst. Auf demWeg dahin haben Fermat und Pasal den ersten Grundstein der Wahrsheinlih-keitstheorie gelegt und sie damit als mathematishe Disziplin etabliert.Eine kurze NahgeshihteFermat und Pasal de�nieren Wahrsheinlihkeit mit (4) nur für gleihwahrshein-lihe Ergebnisse, wie sie bei Glüksspielen eintreten können. Erst 1718 mit derVerö�entlihung von Jakob Bernoullis5 Shrift �Ars onjetandi� wird die Wahr-sheinlihkeitsrehnung von ihrer ausshlieÿlihen Bindung an Glüksspiele gelöstund es beginnt allmählih die Entwiklung der Wahrsheinlihkeitstheorie zu einerrein mathematishen Disziplin.Eine endgültige Grundlegung der Wahrsheinlihkeitstheorie gelingt Kolmogorov6mit seinem 1933 ershienenen Buh �Grundbegri�e der Wahrsheinlihkeitsreh-nung�, in welhem er ein heute allgemein akzeptiertes Axiomensystem für dieWahrsheinlihkeitsrehnung angibt.Die Eke für den Computer-FanSumme dritter PotenzenGesuht sind alle natürlihen Zahlen n mit der Eigenshaft, dass die Summe
n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3wieder eine dritte Potenz ist. Untersuhe etwa den Zahlenbereih von 1 bis 5000beziehungsweise soweit es mit deinem Computer möglih ist! (E.K.)5 Jakob Bernoulli (1654-1705), bedeutender Shweizer Mathematiker6 Andrej Nikolajewitsh Kolmogorov (1903 � 1987), der als einer der besten russishe Mathematiker des 20.Jahrhunderts gilt (Siehe auh den Artikel in MONOID 94, Seite 147 MONOID 103



Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. November 2010 einshiken, denn auh hierbeigibt es Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entsprehend durh Einsenden der Programm-Datei (am besten gezippt als E-Mail-Anhangan monoid�mathematik.uni-mainz.de) dokumentieren.Die Lösungen werden im übernähsten Heft ersheinen.Lösung der Computer-Aufgabe ausMONOID 101Eine Folge mit ganzzahligen Gliedern?Die Zahlenfolge n0, n1, n2, ... sei folgendermaÿen de�niert:
n0 = 1, n1 = 1+n2

0

1
, n2 = 1+n2

0+n2
1

2und für i ≥ 3:
ni =

1+n2
0+n2

1+...+n2
i−1

i
.Formal handelt es sih um Bruhzahlen; beim Ausrehnen der ersten zehn (undmehr) Glieder zeigt sih jedoh, dass diese ganzzahlig sind. Untersuhe, ob es inder Folge wirklih nur ganze Zahlen gibt. (nah H.F.)ErgebnisseDie ersten elf Folgenglieder sind:

1, 2, 3, 5, 10, 28, 154, 3 520, 1 551 880, 267 593 772 160und shlieÿlih
n10 = 7 160 642 690 122 633 501 504.Somit ist die Vermutung naheliegend, dass sih tatsählih immer ganze Zahlenergeben. Das Problem der weiteren Untersuhung dieser Folge besteht jedohdarin, dass die Folgeglieder sehr rash anwahsen; so ist bereits n20 > 1013000.Nur Florian Shweiger (Gymnasium Marktoberdorf) hat uns ein Ergebnis einge-reiht. Er shrieb:Mit meinem Voyage 200 von Texas Instuments habe ih von Hand die Zahlen n0 bis

n13 auf Ganzzahligkeit überprüft. Da n13 bereits 168 Stellen hat und die Stellenzahlsih bei der Berehnung des nähsten Folgegliedes annähernd verdoppelt, ist eineweitere Berehnung niht sinnvoll.Man könnte so zu der Vermutung gelangen, dass alle Folgenglieder ganzzahligsind.Dies ist jedoh falsh, denn in der WURZEL∗, Ausgabe November 2007, wird aufSeite 253 gezeigt, dass ab n43 alle Folgenglieder keine ganzen Zahlen mehr sind.
∗ Mathezeitung der Friedrih-Shiller-Universität JenaMONOID 103 8



Dazu wird zunähst gezeigt, dass, wenn ein Folgenglied niht ganz ist, dies auhfür alle folgenden gilt (was man am leihtesten aus nt =
(t−1)·nt−1+n2

t−1

t
sieht).Dann werden alle Folgenglieder n0 bis n42 modulo 43 berehnet, und so folgt,dass der Zähler in n43 = 42·n42+n2

42

43 niht durh 43 teilbar ist.Beriht von der MainzerMathematik-Akademievom 26. August bis 29. August 2010von Kim VetterAls Teilnehmerin an der ersten Mathematik-Akademie der Universität Mainz möh-te ih gerne berihten, wie ih diese Zeit erlebt und empfunden habe.Erstmals habe ih von der Akademie durh meinen Lehrer erfahren, der mir vor-shlug teilzunehmen und da ih shon andere Akademien besuht hatte und immerbegeistert war, hielt ih dies für eine gute Idee. Ih meldete mih also reht zügigan und bekam sofort erste Informationen zum Ablauf und zu einer Homepage, dieuns mit allem Wihtigen füttern sollte.Am Donnerstag, den 26. August 2010, traf ih nahmittags in unserer Herbergeein und wurde direkt von Studenten und Organisatoren empfangen. Den erstenAbend verbrahten wir mit diversen Spielen zum Kennenlernen und ih fühlte mihin der ungezwungenen, o�enen Atmosphäre, die sih während der folgenden Zeitnoh intensivierte, direkt sehr wohl.Am Freitag erhielten wir an der Universität eine kurze Einführung in die Kurse,wählten einen aus und begannen sogleih mit der Kursarbeit. Ih selbst hatteden Kurs Invarianten gewählt, der neben den Themen Knotentheorie und Dievierte Dimension angeboten wurde. Wir stiegen mit einigen Beispielen ins Themaein, anhand derer wir dann klärten, was Invarianten sind, wozu man sie brauhtund wie man mit ihnen rehnet. Die weiteren Kurseinheiten beshäftigten sihdann teilweise mit komplexen Zahlen, unser Interesse lag allerdings eher auf denInvarianten und so gab unser Dozent Prof. Dr. Manfred Lehn unserem Wunshnah.Neben den Kurseinheiten wurde uns ein buntes Freizeitprogramm geboten, dasbeispielsweise eine nähtlihe Stadtführung durh Mainz, Improvisationstheaterund Gesellshaftsspiele umfasste, allerdings gab es auh fahlihe Variationen. Sohatten wir das Glük, einem Vortrag über Mathematikgeshihte, gehalten vonDavid Rowe, beizuwohnen.Insgesamt war die Mathematikakademie 2010 eine tolle Erfahrung, bei der ih vieletolle Leute kennenlernen durfte und super viel Spaÿ hatte.Die MMA wurde gefördert von 9 MONOID 103



,Die besondere Aufgabevon Hartwig FuhsEs wird behauptet, dass der Prozentsatz p der Hauseigentümer, welhe shoneinmal einen Shwarzarbeiter beshäftigt haben, reht hoh ist. Durh eine Um-frage soll der Wert von p abgeshätzt werden. Da man aber bei einer direktenFrage siher viele falshe Antworten erhält, können die Befragten ihre Antwortenfolgendermaÿen vershlüsseln:Jeder Befragte wirft zwei Münzen so, dass der Frager das Ergebnis niht sehenkann. Erhält er zwei Mal �Zahl�, so beantwortet er wahrheitsgemäÿ die Frage F1mit ja oder nein; bei jedem �anderen� Ergebnis � nämlih bei ZW , WZ , WW mit
W = �Wappen� � beantwortet er die Frage F2 wahrheitsgemäÿ mit ja oder nein.Die Fragen lauten:
F1: Ist die Gleihung 1 + 2 = 3 rihtig?
F2: Haben Sie shon einmal einen Shwarzarbeiter beshäftigt?Es werden nun 5000 Hausbesitzer befragt; 4011 von ihnen antworten mit ja, 989mit nein, wobei der Fragende niht erkennen kann, auf welhe der Fragen F1 oder
F2 sih ein ja oder nein bezieht. Wie kann man aus diesem Ergebnis den Wert von
p abshätzen?LösungDie relative Häu�gkeit h, mit der die Antwort ja gegeben wird, ist h = 4011

5000 =
0,8022.Wenn man zwei Münzen wirft, dann ist in 1

4 aller Würfe das Ergebnis ZZ undin 3
4 aller Würfe ist es ZW , WZ oder WW . Beim Ergebnis ZZ wird dann mitWahrsheinlihkeit 1 die Antwort ja und mit Wahrsheinlihkeit 0 die Antwort neinsein. Bei jedem anderen Ergebnis wird mit der unbekannten Wahrsheinlihkeit pdie Antwort ja und mit der ebenfalls unbekannten Wahrsheinlihkeit 1 − p dieAntwort nein sein. Das Diagramm veranshauliht die Möglihkeiten des Ausgangsder Befragung einer Person.

ja nein ja neinZZ1 1
40 p 1 − p

ZW ,WZ ,WW

3
4

Wenn wir nun h = 0,8022 als einen geeigneten Näherungswert für das Eintretender Antwort ja benutzen, dann ergeben die Regeln der Wahrsheinlihkeitsreh-MONOID 103 10



nung h = 1
4 · 1 + 3

4 · p. Also ist p = (0,8022 − 0, 25) · 4
3 = 0,7363.Fazit: Fast drei viertel aller Hausbesitzer haben shon mal einen Shwarzarbeiterbeshäftigt.Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisKeith Devlin: �Pasal, Fermat und die Berehnung des Glüks�Wie bereits der Untertitel verrät, lädt uns der Autor zu einer Reise in die Ge-shihte der Mathematik ein. Keith Devlin, ein britisher Mathematiker, der anUniversitäten in den USA und in Deutshland lehrte, hat shon einige populärwis-senshaftlihe Büher zur Mathematik geshrieben. Das aktuelle behandelt denBeginn der Wahrsheinlihkeitsrehnung im 17. Jahrhundert, als der Briefwehselvon Blaise Pasal mit Pierre de Fermat ein neues mathematishes Teilgebiet ent-stehen lieÿ. Anlass war die eigentlih banal klingende Frage, wie zwei Spieler, diezum Beispiel darum gewettet hatten, wer bei fünf Münzwürfen am häu�gsten Zahlerhält, den Einsatz aufteilen müssten, wenn das Spiel bereits nah drei Rundenabgebrohen werden muss.Devlin stützt sih dabei auf erhaltene Briefe von Blaise Pasal und Pierre de Fer-mat aus der Zeit zwishen Juli und Oktober des Jahres 1654. Aus diesen zitierter wörtlihe Passagen, die den Leser plastish mit der zugrundeliegenden Frage-stellung in Berührung bringen und damit deutlih mahen, dass mathematisheTheorien � wie in diesem Falle die Wahrsheinlihkeitsrehnung � immer auf Grundvon ehten Problemen realer Menshen entstanden sind und niemals einfah nurvom Himmel fallen.Anhand des Briefwehsels von Pasal und Fermat gelingt es Devlin in gewohnt�üssiger Weise, grundlegende Ideen der Wahrsheinlihkeitsrehnung so zu ver-mitteln, dass sie auh jedem Laien � der eventuell wöhentlih Lotto spielt � ver-ständlih werden und gibt dabei zusätzlih einen guten Einblik in Abshnitte derLebensläufe bedeutender Mathematiker wie zum Beispiel Galilei, Jakob Bernoulli,Cardano, Tartaglia und Gauÿ, um nur einige zu nennen.Fazit: Devlin ist wieder einmal ein Buh gelungen, das danah ruft, in den Herbst-ferien gemütlih im Sessel sitzend vershlungen zu werden.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh:Devlin, Keith: Pasal, Fermat und die Berehnung des Glüks.Eine Reise in die Geshihte der Mathematik; Bek 2009, ISBN978-3406590993, gebunden, 205 Seiten, 17,90 e.11 MONOID 103



Art des Buhes: Sahbuh zur (Geshihte der)WahrsheinlihkeitsrehnungMathematishes Niveau: leiht verständlihAltersempfehlung: ab 14 Jahren
Hättest Du es gewusst?Wann arbeitet ein Mathematiker rükwärts?von Hartwig FuhsDer Meisterdetektiv Sherlok Holmes∗ ist berühmt für die Artund Weise, wie er Verbrehen aufklärt. Zunähst hat Holmeszwei gegensätzlihe methodishe Ansätze, mit denen er an dieLösung eines Kriminalfalls herangehen konnte.Der eine Ansatz lautet: Jeder ist verdähtig. Hätte Holmes da-nah gehandelt, dann hätte das für ihn bedeutet: Er musste je-den Verdähtigen auÿer einen als Täter ausshlieÿen. Bei einemgröÿeren Kreis von Verdähtigen (zum Beispiel alle Einwohnereines Stadtteils) hätte das dann bereits so viele Einzeluntersu-hungen erfordert, dass dadurh die Aufklärung des Verbrehens praktish zumSheitern verurteilt gewesen wäre.Deshalb mahte es sih Holmes zum Prinzip: Zunähst ist niemand verdähtig. Wieaber löste er dann seine Fälle? Er sammelte Spuren am Tatort in der Erwartung,dass er wenigstens eine von ihnen allein mit logisher Deduktion bis zum Täterhin zurükverfolgen könne. Und er hatte mit dieser Vorgehensweise stets Erfolg!Da die Bak-trak-Methode∗∗ des Sherlok Holmes auf der Logik basiert, kann esniht überrashen, dass seine Arbeitsweise auh in dem Gebiet erfolgreih ange-wendet wird, das ohne Logik niht denkbar ist: Der Mathematik.In der Mathematik werden Behauptungen bewiesen. Und das geshieht häu�g so:Ausgehend von einer wahren Aussage V , der Voraussetzung, arbeitet man sihzielgerihtet �vorwärts� längs einer Kette von logishen Shlüssen bis hin zu einerauf diese Weise hergeleiteten Behauptung B .Es gibt nun aber Situationen, in denen es problematish ist, einen geeignetenlogishen Weg V =⇒ B von V nah B zu �nden, während man manhmal �rük-wärts� arbeitend einen Weg B =⇒ V angeben kann, der von B zu einer Aussage

V führt, die dann ihrerseits einen Beweis V =⇒ B möglih maht.
∗ eine literarishe Figur aus den Kriminalgeshihten des Autors Arthur C. Doyle
∗∗ bak trak (english) � etwa: Spuren zurükverfolgen; wir nennen das �rükwärts� arbeitenMONOID 103 12



Zwei typishe mathematishe Shwierigkeiten, die sih manhmal rükwärts ar-beitend überwinden lassen:a) Man kennt zwar einen Ansatzpunkt V für die Herleitung einer Behauptung
B . Aber eine von V nah B führende Shlusskette ist aus so vielen niht inFrage kommenden Möglihkeiten herauszu�ltern, dass damit ein Beweis von
B mühsam und zu umfangreih wäre. (Sherlok Holmes würde sagen: �Es gibtzu viele Verdähtige!�). Daher ist es in manhen Fällen e�ektiver, von B ausnah einer Aussage V ∗ zu suhen, von der aus dann B herleitbar ist (sieheBeispiel 1).b) Weit und breit ist unmittelbar kein Ansatzpunkt V zu sehen, von dem aus
B zu beweisen ist (Sherlok Holmes würde sagen: �Noh haben wir keinenVerdähtigen�). Hin und wieder aber lassen sih an B logish verwertbareSpuren entdeken, die man bis zu einer Aussage V zurükverfolgen kann unddie dann den Anfang einer Ableitung V ⇒ B bildet. Dabei werden wir zweiFälle untersheiden: Man vermutet, dass B wahr ist (siehe Beispiel 2), oderman vermutet, dass B falsh ist (siehe Beispiel 3).Wir veranshaulihen nun die Fälle a) und b) an exemplarishen Situationen.Beispiel zu a): Eine SpielstrategieAuf einem Spielbrett liegen m Steine, wobei m eine niht zu kleine Primzahlist. Die beiden Spieler Abu und Ibn nehmen im Wehsel mindestens einen Stein,höhstens aber k Steine vom Brett, wobei 1 ≤ k < m ist. Gewonnen hat, wer dasBrett leer räumt. Abu beginnt das Spiel, indem er m = 37 wählt. Danah setztIbn k = 11 fest. Nun nimmt Abu als erster Steine vom Brett und so weiter.Gibt es eine Taktik, mit der Abu dieses Spiel stets gewinnen kann, wenn er denersten Spielzug hat?Suht man die Antwort vom Spielanfang her, dann gerät man shnell in eineunübersihtlihe Situation:Abu hat elf vershiedene Möglihkeiten, Steine vom Brett zu nehmen, ebensoIbn, danah wieder Abu und so weiter, sodass zum Beispiel nah drei Spielzügen

11 · 11 · 11, also bereits mehr als 1000 Fälle in Betraht zu ziehen sind.Dagegen ist es einfaher, sih vom Ende zum Anfang eines Spiels zurükzuarbeiten.Denn am Ende weiÿ man ja, mit welher letzten Zugmöglihkeit das Spiel zugewinnen war; ebenso kennt man die vorletzten Spielzüge, die den letzten Spielzugerlaubten und so weiter zurük bis zm Spielbeginn.Deshalb werden wir uns nun mit der �Bak-trak-Methode� eine Gewinnstrategiefür das Spiel �Steine wegnehmen� mit m = 37, k = 11, herleiten.Es seien An und Jn die Anzahlen der Steine, die sih auf dem Brett be�nden, bevorAbu beziehungsweise Ibn den n-ten Spielzug maht � dabei seien die Spielzügevom Spielende her nummeriert. 13 MONOID 103



Abu gewinnt, wenn vor seinem letzten Spielzug A1 = s mit s ∈ {1, 2, ... , 11}war. Das ist aber nur möglih mit J1 = 12 vor Ibns letztem Spielzug, bei demer ja 1, 2, ... oder 11 Steine vom Brett nehmen muss. Abu kann nun J1 = 12herbeiführen, wenn für ihn selbst A2 = t mit t ∈ {13, 14, ... , 23} galt. Dazuwar vorweg J2 = 24 notwendig � was Abu nur aus der Situation A3 = u mit
u ∈ {25, 26, ... , 35} erreihen konnte. A3 = u ergibt sih nun zwangsläu�g aus
J3 = 36. Von A4 = 37 aus kann jedoh Abu die Situation J3 = 36 erzwingen.Damit besitzt Abu eine Gewinnstrategie: Er muss � und er kann das! � Ibn derReihe nah in die Situationen J3 = 36, J4 = 24 und J1 = 12 bringen.Ein wihtiges Anwendungsgebiet für die Methode des Rükwärtsarbeitens ist dasLösen von Gleihungen und Ungleihungen. Tatsählih löst man ja zum Beispieldie Gleihung B , indem man sie durh Umformung shrittweise auf eine Menge
V von Lösungskandidaten zurükführt � was siher eine Form des �bak traking�ist. Von V ausgehend prüft man dann nah, ob die Elemente aus V die Gleihung
B erfüllen.Wir wollen diese Vorgehensweise, die jedem geläu�g ist, dennoh am Beispiel derLösung eines Ungleihungsproblems demonstrieren.1. Beispiel zu b): Eine DreieksungleihungIn einem beliebigen Dreiek seien a, b und c die Seitenlängen. Evo hat an vielenDreieken herausgefunden, dass das Produkt (a+b+c)·

(
1
a

+ 1
b

+ 1
c

) zwar beliebiggroÿ, niht aber beliebig klein werden kann. Er fragt sih daher:Kann man eine gröÿte Zahl d > 0 angeben, sodass für jedes Dreiek gilt:(1) (a + b + c) ·
(

1
a

+ 1
b

+ 1
c

)
≥ d?Da Evo unmittelbar keine Ausgangsbasis V sieht, von der aus er vorwärts arbeitendzu einer Antwort gelangen könnte, versuht er in umgekehrter Rihtung � �baktraking� � aus (1) Rükshlüsse zu ziehen, die ihn zu einer für die Lösung desProblems geeigneten Startsituation V führen sollen. Konkret läuft das etwa so ab:Annahme: Die Ungleihung (1) tri�t zu für eine feste, aber noh niht bestimmteZahl d , dann werden � beginnend mit (1) � folgende Umformungen (Rükshlüsse)vorgenommen:(1) (a + b + c) ·

(
1
a

+ 1
b

+ 1
c

)
≥ d =⇒(2) (a + b + c) · (bc + ac + ab) ≥ d · abc =⇒(3) a2c + a2b + b2c + b2a + c2b + c2a + 3abc ≥ d · abc =⇒(4) c(a − b)2 + b(a − c)2 + a(b − c)2 + 6abc + 3abc ≥ d · abc?Wählt man in (1) nahträglih d = 9, so gelangt man zu der für jedes a > 0,

b > 0, c > 0 wahren Aussage:(V ) c(a − b)2 + b(a − c)2 + a(b − c)2 ≥ 0MONOID 103 14



Die Ungleihung V kann daher als Ausgangsbasis für eine Herleitung von (1) mit
d = 9 benutzt werden. Da alle Shlüsse von (1) nah V umkehrbar sind, ist
V =⇒ (4) =⇒ (3) =⇒ (2) ⇒ (1) eine solhe Herleitung. Damit hat Evo diefolgende Dreieksungleihung bewiesen:Für jedes Dreiek mit Seitenlängen a, b, c gilt: (a + b + c) ·

(
1
a

+ 1
b

+ 1
c

)
≥ 9Bei einem Beweis, mit dem eine Behauptung B als falsh nahgewiesen werdensoll, ist die Methode des rükwärts Arbeitens beinahe unverzihtbar.Denn der Versuh, aus einer wahren Aussage V eine falshe Aussage B herzuleiten,muss misslingen, weil das dem logishen Grundsatz widersprähe:(∗) Aus einer wahren Aussage folgen stets nur wahre Aussagen.Also bleibt einem oft nur der umgekehrte Weg, der von B ausgeht. Wegen (∗)wird man dabei zunähst B als wahr annehmen. Wenn es dann gelingt aus B eineAussage V herzuleiten, die erkennbar falsh ist, so widerspriht das dem Prinzip(∗) � falls B tatsählih wahr wäre. Also kann B niht wahr sein.Nah dem Grundsatz vom ausgeshlossenen Dritten:(∗∗) Eine Aussage ist entweder wahr oder falsh � ein Drittes gibt es niht.gilt daher: B ist falsh � was zu zeigen die Absiht war.2. Beispiel zu b): Ein FärbeproblemIn einem Vielek V1 mit 2n + 1 Eken, n ≥ 1, seien n Eken rot (r) und n + 1Eken blau (b) gefärbt.Konstruktionsvorshrift für Vieleke: V2, V3, V4 ...a) Die Mittelpunkte der Kanten von V1 seien die Ek-punkte eines (2n + 1)-Eks V2. Diejenigen Ekenvon V2 werden rot gefärbt, die zwishen zwei be-nahbarten gleihfarbigen Eken von V1 liegen.Die anderen Eken von V2 werden blau gefärbt.b) Aussgehend von V2 konstruiert man gemäÿ derVorshrift a) ein Vielek V3; danah aus V3 einVielek V4 und so weiter.Kann man durh hinreihend häu�ge Wiederholungen der Konstruktion zu einemVielek Vm mit lauter gleihfarbigen Eken gelangen � wie auh immer die Ekenvon V1 gefärbt waren?Die Bak-trak-Methode gibt hier eine unerwartet shnelle Antwort. Wir zeigendies für ein Siebenek � die Überlegungen sind jedoh unmittelbar übertragbar aufein (2n + 1)-Ek mit beliebigem n ≥ 1.Angenommen, in einer Siebenek-Folge V1, V2, V3, ... besitze Vm, m > 1, erstmalslauter gleihefarbige Eken. 15 MONOID 103



(1) Alle Eken von Vm seien blau.Dann sind in Vm−1 die Eken im Wehsel rot und blau� das aber ist in einem Vielek mit ungeradzahlig vielenEken niht möglih � Widerspruh.(2) Alle Eken von Vm seien rot.Dann enthält Vm−1 nah der De�nition von Vm min-destens eine blaue Eke. Wäre nun auh nur noh eine Eke in Vm−1 rot, dannbesäÿe Vm−1 ein Paar benahbarter, vershiedenfarbiger Eken und folglih wäre(mindestens) eine Eke von Vm blau � Widerspruh.Also enthält Vm−1 lauter blaue Eken. Aber das ist nah (1) niht möglih � erneutein Widerspruh.Aus der Folge V1, V2, V3, ... gibt es kein Siebenek mit lauter gleihfarbigen Eken.BemerkungEine Variante des Widerspruhbeweises, die von den griehishen Mathematikernder Antike entwikelt und von Pierre de Fermat∗∗∗ als �desente in�nie� (unend-liher Abstieg) wiederentdekt wurde, ist nur mit der Methode des Rükwärtsar-beitens durhführbar. In MONOID 97 ist dieses Beweisverfahren beshrieben.Die Cauhy-Verteilungund das Gesetz der groÿen Zahlenvon Wolfgang J. BühlerWir beginnen mit einer Aufgabe:Über einer langen geraden Straÿe hängt eine Straÿenlaterne in Form einesoben geshlossenen Halbzylinders.

x

X

0 x X

α

h

Die Lampe strahlt gleihmäÿig in alle Rihtungen. Wie verteilt sih das Lihtentlang der Straÿe?
∗∗∗ Pierre de Fermat, ∗Ende 1607 oder Anfang 1608 in Beaumont-de-Lomagne, †12.01.1665 in Castres, fran-zösisher Mathematiker und JuristMONOID 103 16



Uns interessiert also der Anteil F (x) des Lihtes, der die Straÿe links von Xerreiht. Der Einfahheit halber wollen wir dabei für die Höhe der Lampe h = 1annehmen.Der Anteil des Lihtes zwishen 0 und X ist α
π
für positive α und −α

π
für negative

α. Der Anteil links von 0 ist o�enbar 1
2 . Wegen x = tan(α) ergibt sih also

F (x) =
1

2
+

1

π
arctan(x) und f (x) = F ′(x) =

1

π

1

1 + x2
.Dies können wir auh anders deuten: Ist X der Punkt, an dem ein zufällig aus-gewählter Lihtstrahl die Straÿe tri�t, so ist F die Verteilungsfunktion und f dieDihte der Wahrsheinlihkeitsverteilung der Zufallsvariablen X .Diese Wahrsheinlihkeitsverteilung heiÿt Cauhy-Verteilung ∗. Sie ist symmetrishum die Null (man sieht das auh daran, dass die Dihte f eine gerade Funktionist). Der Graph der Dihte ist dem Graphen der Standard-Normalverteilung � derGauÿshen Glokenkurve � sehr ähnlih.Betrahtet man eine Folge unabhängiger Normalverteilter Zufallsvariablen X1,

X2, ..., so kommt man nah dem Gesetz der groÿen Zahlen zu dem Shluss, dass
Zn = 1

n
(X1 + X2 + ... + Xn) gegen Null konvergiert. Insbesondere bedeutet das inShulbühern und im Shulunterriht behandelte �shwahe� Gesetz der groÿenZahlen, dass P(|Zn| > c) → 0 für jedes c > 0. Die Cauhy-Verteilung hat jedohdie bemerkenswerte Eigenshaft, dass die Mittelwerte Zn die gleihe Wahrshein-lihkeitsverteilung besitzen wie die einzelnen Variablen Xj (was wir hier leider nihtbeweisen können). Demnah gilt also:

P(|Zn| > c) = 1−P(−c < Zn < c) = 1−(F (c)−F (−c)) = (1−F (c))+F (−c)hängt niht von n ab, kann also niht gegen 0 konvergieren!Der Widerspruh in den obigen Überlegungen lässt sih au�ösen, indem wir zu-nähst versuhen, den Erwartungswert EX für eine Cauhy-verteilte Zufallsvariable
X zu berehnen:

EX =

∞∫

−∞

x · 1

π

1

1 + x2
dx =

1

π

0∫

−∞

x

1 + x2
dx +

1

π

∞∫

0

x

1 + x2
dxSubstituieren wir u = −x im ersten Integral, so erhalten wir

1

π

0∫

+∞

−u

1 + u2
(−1)du =

1

π

0∫

+∞

u

1 + u2
du = −1

π

+∞∫

0

u

1 + u2
du = −1

π

∞∫

0

x

1 + x2
dxInsgesamt erhalten wir also

EX = −1

π

∞∫

0

x

1 + x2
dx +

1

π

∞∫

0

x

1 + x2
dx = 0.

∗ Augustin Louis Cauhy, 1789�1857, französisher Mathematiker17 MONOID 103



Dabei haben wir allerdings niht beahtet, dass für x ≥ 1 gilt: x
1+x2 ≥ x

2x2 = 1
2

1
xund daher

∞∫

0

x

1 + x2
dx ≥ 1

2

∞∫

1

1

x
dx = ∞ist. Die obige Berehnung liefert also formal EX = −∞ + ∞. Dies dürfen wiralso niht als 0 interpretieren. Es bedeutet, dass der Erwartungswert niht exis-tiert. Wir haben hier also eine weitere bemerkenswerte Eigenshaft der Cauhy-Verteilung. Sie ist symmetrish um die 0; wir dürfen daraus aber niht shlieÿen,dass sie den Erwartungswert 0 hat!

Lösungen der Mathespielereienaus MONOID 102Für die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Warteshlange Stell Dir vor, Du stehst in Deinem Lieblingsfreizeitpark seit 10Minuten an Deiner Lieblingsahterbahn an, als Du die Noh-20-Minuten-Warten-Marke erreihst. In dem ira 1m breiten Gangherrsht ein reges Gedränge, als Du den bereits vierten undletzten Ahterbahnzug für diese Minute an Dir vorbei raushensiehst. Du registrierst die fünf Wagons mit jeweils vier Personen,wie sie direkt auf den doppelten Looping zurasen und fragstDih:a) Wieviele Menshen stehen noh maximal vor Dir?b) Wie weit ist es noh, wenn sih die Breite des Gangs niht ändert und sihdurhshnittlih vier Personen auf einen Quadratmeter zusammendrängen?(B.B.)Lösung:a) Nah den Beobahtungen nehmen wir an: Alle 60
4
s= 15s fährt eine Bahn mitmaximal 5·4 = 20 Personen an Bord. Dies bedeutet, dass≤ 4

3 Personen in einerSekunde abtransportiert werden. Für eine Restwartezeit von 20min= 1200sbedeutet dies, dass noh maximal 4
3
· 1200 = 1600 Personen transportiertwerden müssen!b) Da wir davon ausgehen, dass vier Personen (im Durhshnitt) eine Flähevon 1m2 beanspruhen (shlieÿlih ist es eng und es gibt groÿe und kleinePersonen) und auf die Gesamt�ähe A nah a) 1600 Personen passen, ergibtMONOID 103 18



sih: A = 1600
4

PersonenPersonenm2

= 400m2.Der Gang soll gleihe Breite behalten, weshalb wir eine rehtekige Grund-�ähe für A annehmen, Kurven werden durh rehte Winkel ersetzt. Somitgilt: A = l · 1m, wenn l die gesuhte Länge des Ganges bezeihne. Also ist
l = 400m.

19 MONOID 103



Zerlegung einer MengeEine Menge M enthalte lauter vershiedene natürlihe Zahlen, darunter auh dieZahlen 1, 2, 3, 4.Kannst du nun M so in zwei Teilmengen A und B zerlegen, dass gilt:Weder in A noh in B kann man zwei Zahlen �nden, deren Summe eine Primzahlist? (H.F)Lösung:
A sei die Menge der geraden Zahlen aus M ; A enthält also mindestens die Zahlen2 und 4. Die Summe zweier Zahlen aus A ist stets ≥ 6 und gerade, also keinePrimzahl.
B sei die Menge der ungeraden Zahlen aus M . In B be�nden sih also mindestensdie Zahlen 1 und 3. Die Summe zweier Zahlen aus B ist ≥ 4 und gerade unddamit keine Primzahl.Also ist M auf die verlangte Weise zerlegbar.Quadratzahlen mit den Endzi�ern 44Es gibt unendlih viele Quadratzahlen mit den Endzi�ern 44. Stimmt das? (H.F.)Lösung:Wir rehnen nah:

122 = 144

1122 = (100 + 12)2 = 1002 + 2 · 12 · 100 + 122 = 125 · 100 + 44

11122 = (1100 + 12)2 = 11002 + 2 · 12 · 1100 + 122 = 12365 · 100 + 44Allgemein gilt:
1 ... 1
︸ ︷︷ ︸

n-mal 122 = (1 ... 1
︸ ︷︷ ︸

n-mal 00+12)2 = 1 ... 1
︸ ︷︷ ︸

n-mal 002+2·12·1 ... 1
︸ ︷︷ ︸

n-mal 00+122 = f (n)·100+44,wobei f (n) von n abhängt.Da es unendlih viele Zahlen mit den Endzi�ern 12 gibt, gibt es also auh unendlihviele Zahlen mit den Endzi�ern 44.Flähenumwandlung in ein QuadratWandle die Figur in ein �ähengleihes Quadrat um. (A.K.)
aa

a a

2a

2a

2a

2a

a

a

Lösung:Durh �Umklappen� der gestrihelt angedeu-teten Dreieke entlang der Pfeile entsteht einQuadrat.
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Gleihe Abstände
�
�
�
�

����

g

A BM

Wenn man durh den Mittelpunkt M einer Streke ABeine beliebige Gerade g 6= AB legt, dann haben A und Bden gleihen Abstand von g . Du siehst es � kannst du esauh begründen? (H.F.)Lösung:Es seien AF das Lot von A auf g und BG das Lot von B auf
g . Die Dreieke △AMF und △BMG sind rehtwinklig; daihre Innenwinkel bei der Eke M gleih groÿ sind, stimmenbeide Dreieke in allen drei Innenwinkeln überein. Zugleihsind die Dreieke △AMF und △BMG wegen |AM | =
|BM | dekungsgleih. Also gilt: |AF | = |BG |. ��

����

B

F

G

MA

g

Der BüherwurmMathis hat auf dem Speiher seines Groÿvaters eine sehr altevierbändige Ausgabe von �Gullivers Reisen� entdekt. Er stelltsie in seinem Zimmer nah Bandnummern geordnet auf ein Re-gal und zeigt sie seinem Freund Matheo. Dieser bemerkt, dasssih ein Büherwurm von der ersten Seite von Band 1 bis zurletzten Seite von Band 4 geradlinig, horizontal durh die Bühergefressen hat.Einige Tage später überrasht Matheo seinen Freund mit der Frage: �Wie lang istwohl das Wurmloh?� Mathis antwortet: �Selbst, wenn du weiÿt, dass jedes Buhsamt seinen Dekeln 4 cm und ein Buhdekel 0,5 cm dik ist, kannst du seineLänge vermutlih niht berehnen. � Ih aber kann es!� Warum ist das so? (H.F.)Lösung:Die Büher können in vershiedener Weise im Regal aufgestellt sein:(1) so 1 2 3 4 , (2) so 4 3 2 1 , (3) so 1

42 3 , oder(4) so 1 4

32 .Der Pfeil gibt jeweils die Position der ersten Seite im Band 1 und der letzten Seitein Band 4 an. Wenn der Pfeil abwärts zeigt, bedeutet dies, dass der betre�endeBand kopfüber im Regal steht. Das Wurmloh hat nun die Länge:(1) (0,5 + 2 · 4 + 0,5) cm = 9 cm(2) (3,5 + 2 · 4 + 3,5) cm = 15 cm(3) (3,5 + 2 · 4 + 0,5) cm = 12 cm(4) (3,5 + 2 · 4 + 3,5) cm = 15 cm 21 MONOID 103



Für die Länge des Wurmlohes gibt es also drei vershiedene Möglihkeiten undMatheo weiÿ nah mehreren Tagen siher niht mehr, wie die Büher aufgestelltwaren � wohl aber Mathis! Mathis weiÿ also, welhe der oben angegebenen Lö-sungsmöglihkeiten zutri�t.Ursulas Uhren Ursula hat zwei Uhren. Eine davon geht genau, die andere proStunde fünf Minuten zu shnell. Um 6 Uhr stellt Ursula beideUhren gleih ein.Wann ist der Minutenzeiger der shnellen Uhr zum zweiten Malan der gleihen Stelle wie der Stundenzeiger der genauen Uhr?(WJB)Lösung:Um 7:30 Uhr ist der Minutenzeiger der shnellen Uhr shon bei 37,5 Minuten, alsogenau zwishen 7 und 8 Uhr, wo auh der Stundenzeiger der genauen Uhr steht.Also ist 7:30 die gesuhte Zeit. Entsprehend war der Minutenzeiger zum erstenMal in einer gleihen Stellung um 6:30 Uhr.
Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Bunte PulloverRegina Rot, Greta Grün und Beate Braun tre�en sihim Café. Sie tragen Pullover in den Farben rot, grünund braun, aber keine den Pullover, der ihrem Namenentspriht. Das Mädhen mit dem grünen Pullovermaht die anderen darauf aufmerksam. �Tatsählih,das stimmt ja!�, antwortet Beate. Welhes Mädhenträgt welhen Pullover? (WJB)LangeweileJemandem ist langweilig. Er arbeitet beim Shwah-Verlag, wo gerade keine neuenBüher gesetzt werden müssen, seine Che�n hat auh keine andere Arbeit für ihnund auf dem Parkplatz, den er vom Fenster aus beobahten kann, passiert auhnihts. Aus purer Langeweile beginnt er, alle (natürlihen) Zahlen in alphabetisherReihenfolge aufzushreiben. Für die ersten fünf Zahlen bedeutet das also: Drei,eins, fünf, vier, zwei.MONOID 103 22



a) Welhes ist die erste Zahl in der gesamten Liste? Welhes ist die letzte Zahl,wenn er nur die �handlihen� und �praktishen� Zahlen aufshreibt, also nurZahlen bis zur (theoretish berehneten) maximalen Anzahl der Atome imUniversum (etwa 1080)?b) Auÿerdem fällt ihm etwas auf, als er die Silbenanzahl aller Zi�ern miteinandervergleiht. Was ist das? (MG)Auf WandershaftZwei Wanderer mahen die gleihe Wanderung in entgegen-gesetzter Rihtung. Sie wollen bei ihrer Begegnung die Au-toshlüssel austaushen. Ein Wanderer geht die Streke vomParkplatz in Adorf leiht bergauf zum Parkplatz in Bedorfmit 4 km
h , der andere läuft die seine Streke mit durhshnitt-lih 5 km
h .Nah eineinhalb Stunden ruft der erste Wanderer den zwei-ten auf demMobilfunktelefon an. �Ih bin jetzt an der groÿenKreuzung.� und erhält die Antwort: �Dann tre�en wir uns in einer Stunde.�a) Wie weit sind die Wanderer zum Zeitpunkt des Anrufs noh von einanderentfernt?b) Wie lang ist die gesamte Wanderstreke? (WJB)Zwishenergebnis bei einem FuÿballspielEin Fuÿballspiel endete mit dem Torverhältnis 5:3. Wie viele Mög-lihkeiten gibt es für den Halbzeitstand des Spiels? (H.F.)RotweiÿblaugelbIn vier Shahteln liegt je eine Kugel. Die Kugeln tragen dieMainzer Fastnahts-Farben Rot, Weiÿ, Blau und Gelb. Die De-kel sind mit den gleihen Farben gekennzeihnet, aber so ver-tausht, dass keine Shahtel den rihtigen Dekel hat.Wie viele Dekel musst Du mindestens abnehmen, bis Du genauweiÿt, welher Dekel zu welher Shahtel gehört? (WJB)Primzahl?Kann man die 10 Zahlen 2001, 2002, ..., 2010 in irgendeiner Reihenfolge hinterein-ander shreiben, so dass die entstandene 40-zi�rige Zahl eine Primzahl ist?(H.F)Basiswinkel im gleihshenkligen DreiekIn einem gleihshenkligen Dreiek sind die Basiswinkel stets spitze Winkel. Dusiehst es � kannst du es auh begründen? (H.F.)23 MONOID 103



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 1001: Wahr oder falsh?Alle Zahlen 2010n − 1 mit n = 1, 2, 3, ... sind durh 2009 ohne Rest teilbar.Stimmt das? (H.F.)Aufgabe 1002: Teilbarkeit durh 7Frank übt shnelles Kopfrehnen: Er berehnet vershiedene Zweierpotenzen undaddiert 5 hinzu: 5 + 2n, n ∈ N. Dabei beobahtet er, dass genau diejenigenResultate durh 7 teilbar sind, bei denen n von der Form n = 3k + 1 ist mit
k = 0, 1, 2, 3, ...Tri�t die Beobahtung von Frank zu? (nah WJB)Aufgabe 1003: Würfelfotogra�eTheresa geht am See spazieren. Unterwegs sieht sie viel In-teressantes: Sie beobahtet Angler, besteigt Hügel, sieht einenalten Förderturm � und ein groÿes Kantenmodell eines Würfels(Soll das gar eine Skulptur aus der modernen Kunst sein? DerSinn ist sehr fragwürdig!). Der Würfel ist 3 m groÿ und Theresafotogra�ert ihn in Zentralperspektive (siehe Abbildung).Aus welher Entfernung hat Theresa das Foto gemaht? (MG)Aufgabe 1004: Dreieke im HalbkreisGegeben sei ein Halbkreis vom Durhmesser AB der Länge 2r . C sei ein Punkt,den man beliebig auf dem Kreisbogen wählen darf, C 6= A und C 6= B . Dann gilt:a) Unter allen Dreieken △ABC gibt es eines, das die gröÿte Flähe besitzt;b) Aber es gibt kein Dreiek △ABC mit einer kleinsten Flähe.Du siehst es! Kannst Du es auh begründen? (H.F.)Aufgabe 1005: GleisarbeitJohanna hat zu Weihnahten von ihren Groÿeltern eine Holzeisenbahn bekommen.Neben unzähligen Kisten von geraden Shienen und Kurven hat sie drei Brüken,vier Kreuzungen und sieben Weihen. Nun möhte sie unter Verwendung allerShienen ein geshlossenes Shienennetz bauen und maht sih ans Werk. Waswird wohl passieren? (Valentin Blomer)Aufgabe 1006: Nullstellena) Bestimme Zahlen b, c und d so, dass die beiden Funktionen f (x) = x3 +

bx2 + cx + d und g(x) = x2 − 4x + 3 die gleihen Nullstellen besitzen.b) Finde eine Funktion h(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d derart, dass g und h diegleihen Nullstellen haben.MONOID 103 24



) Gib alle solhe Funktionen h an (a, b, c und d müssen dazu niht berehnetwerden). (WJB)Aufgabe 1007: Heinrihs HeimwegHeinrih geht von der Disko nah Hause. Sein Heimweg ist eine lange geradeStraÿe mit Laternen im Abstand a in der Höhe h. Heinrihs Körpergröÿe ist z . Erbeobahtet die Länge x seines vor ihm liegenden Shattens, verursaht von derletzten Lampe, unter der er vorbeigekommen ist; er geht immer den direkten Wegvon Laterne zu Laterne.a) Wie groÿ ist x , wenn Heinrih nah der letzten Lampe den Weg s zurükgelegthat?b) Wie groÿ ist dann die Länge y des Shattens, der von der nähsten Laternenah hinten geworfen wird?) Wie lässt sih überrashenderweise über die Gesamtlänge l des Shattens sa-gen, der von Heinrih auf dem Wege zwishen zwei benahbarten Laternengeworfene wird? Gib auh eine von a) und b) unabhängige geometrishe Be-gründung an. (WJB)Gelöste Aufgaben aus MONOID 102Klassen 8�13Aufgabe 994: Wo stekt der Fehler?
√

x2 + 2x + 1 − x = 5
√

(x + 1)2 − x = 5

x + 1 − x = 5

1 = 5Also L = ∅.Aber: x = −3 ist eine Lösung der Gleihung, wie man durh Einsetzen feststellenkann.Wo stekt der Fehler? (Helmut Ramser)Lösung:Da√(x + 1)2 = |x+1| ist, folgt für√(x + 1)2−x = 5, dass entweder x+1−x =
5 oder −(x + 1)− x = 5 gilt. Diese zweite Möglihkeit liefert x = −3 als einzigeLösung der Gleihung.Aufgabe 995: 2010 < 1?Es sei N = 1 + 2 + 3 + 4 + .... Wenn Du auf der rehten Seite dieser Gleihung25 MONOID 103



alle Summanden wegstreihst, die keine Vielfahen von 2010 sind, erhältst Du:
N ′ = 2010 + 2 · 2010 + 3 · 2010 + 4 · 2010 + .... Hieraus sieht man zweierlei:1. N ′ < N und2. N ′ = 2010(1 + 2 + 3 + ...) = 2010N .Was zu folgendem Shluss führt: 2010N < N , was nah Division durh N shlieÿ-lih 2010 < 1 ergibt! Wo stekt der Fehler? (H.F.)Lösung:Die Objekte der Arithmetik sind Zahlen und für jeweils nur endlih viele vonihnen gelten die arithmetishen Regeln und Sätze. Obgleih nun N und N ′ keinearithmetishen Objekte sind, haben wir auf sie folgende Regeln angewendet:Streiht man in einer Summe S aus endlih vielen positiven Zahlen mindestenseine Zahl, dann gilt für die neue Summe S ′, dass S ′ < S ist; ferner gilt dasDistributivgesetz: xa1 + xa2 + ... + xan = x(a1 + ... + an). Diese Vorgehensweiseist aber im Fall unendliher vieler Objekte niht erlaubt.Genauer gesagt ist in dieser Aufgabe N = N ′ = ∞. Damit gilt weder N ′ < N .noh 2010N < N . Vor allem anderen darf man natürlih niht durh ∞ teilen!Dies erklärt den o�ensihtlihen Widerspruh 2010 < 1.Aufgabe 996: Wahr oder falsh?Es gibt unendlih viele natürlihe Zahlen mit genau 2010 Teilern. Stimmt das?(nah H.F.)Lösung:Es gibt unendlih viele Primzahlen p. Folglih gibt es auh unendlih viele Potenzen
p2009. Jede dieser Zahlen p2009 hat genau 2010 Teiler, nämlih 1, p, p2, p3, ...,
p2009.Die Behauptung tri�t also zu.Aufgabe 997: Keplershes Gesetz ohne GravitationDiana hat den Artikel über die Keplershen Gesetze in Monoid-Heft 100 gelesen.Sie behauptet nun: �Wenn plötzlih die Gravitation zwishen der Sonne und denPlaneten wie mit einem Shalter ausgeshaltet würde und die Planeten sih nihtlänger auf Bahnen bewegen würden, dann würde das zweite Keplershe Gesetztrotzdem noh gelten.� � Peter entgegnet: �Das kann doh gar niht sein!�Wer von beiden hat reht?Bemerkung: Nah dem Abshalten der Gravitation �iegt der Planet mit der Geshwindigkeit inder aktuellen Rihtung, die er im Moment des Abshaltens hat, weiter. (MG)Lösung:Keplers zweites Gesetz besagt, dass der Fahrstrahl zwishen einem Planeten undder Sonne in gleiher Zeit auh gleihe Flähen überstreiht. Nah dem AbshaltenMONOID 103 26



der Gravitation �iegt der Planet mit der Geshwindigkeit, die er in diesem Momenthat, in der aktuellen Rihtung weiter. Er bewegt sih also entlang der Linie e-f -g -
h-i -j (siehe linke Abbildung) mit konstanter Geshwindigkeit. Wenn der Planet fürdie Abstände zwishen e und f , g und h, i und j jeweils die gleihe Zeit benötigt,müssen diese Streken auh gleih lang sein.

Dann haben die Dreieke efs und ghs und ijs alle den selben Fläheninhalt, daihre Grundseiten gleih lang sind und sie die gleihe Höhe haben; beahte, dass erniht mehr mit dem der Dreieke abs und cds übereinstimmt, muss er aber auhniht.Also gilt das Keplershe Gesetz weiterhin, wenngleih die Flähen vorher undnaher untershiedlih groÿ sind.Aufgabe 998: Fibonai in EhternahDen Hintergrund zu dieser Aufgabe �ndet Ihr im Artikel Fibonai in Ehternahin MONOID 102 auf Seite 31 dargestellt.a) Zeige, dass die Rekursion xn+1 = xn + xn−1 Lösungen der Form xn = Ar nbesitzt und bestimme die möglihen Werte r1, r2 (dabei sei r1 der gröÿereWert).b) Bestimme A und B so, dass Ar n
1 + Br n

2 = Fn mit n = 0, 1, 2, ..., wobei Fn,
n ≥ 0, die Fibonai-Folge ist.

⋆) Sei an = F0 + F1 + ... + Fn−1 und bn = a0 + a1 + ... an−1. Zeige, dass an

Fn

und
bn

an

konvergieren und bestimme die Grenzwerte. (WJB)Lösung:a) Ar n+1 = Ar n +Ar n−1 bedeutet (nah Division durh Ar n−1) r 2 = r +1. Diesequadratishe Gleihung hat die Lösung r1 = 1
2(1 +

√
5) und r2 = 1

2(1 −
√

5)und für xn = Ar n
j (j = 1, 2) gilt die Rekursion, was man mittels Induktionbeweisen kann.b) Das Gleihungssystem

1 =F0 = A + B (1)
1 =F1 = Ar1 + Br2 (2)27 MONOID 103



hat die Lösung A = 1√
5
r1, B = − 1√

5
r2, denn aus (1) erhält man B = 1 − A.Setzt man dies in (2) ein und löst dann nah A auf, so ergibt sih

A =
1 − r2

r1 − r2
=siehe a)

r1

r1 − r2
=

1 +
√

5

2
√

5
=

1√
5
r1.Daher ist B = 1 − A:

B = 1
1√
5
r1 =

5 −
√

5

10
=

√
5 − 1

2
√

5
= − 1√

5
r2.

⋆) Betrahte zunähst die Folge an:
an =

1√
5





n−1∑

j=0

r
j+1
1 −

n−1∑

j=0

r
j+1
2





=
1√
5

(

r1
r n
1 − 1

r1 − 1
− r2

r n
2 − 1

r2 − 1

)

=
1√
5
(r 2

1 (r n
1 − 1) − r 2

2 (r n
2 − 1))

=
1√
5
r n+2
1

((

1 − 1

r n
1

)

−
(

r2

r1

)2((
r2

r1

)n

− 1

r n
1

))

Damit folgt für an

Fn

−→
n→∞

r1 = 1
2
(1 +

√
5) ≈ 1,618.

bn

2
=

n−1∑

j=0

aj =
1√
5

(

r 2
1

r n
1 − 1

r1 − 1
− r 2

2

r n
2 − 1

r2 − 1
− n

(
r 2
1 − r 2

2

)
)

=
1√
5
(r 3

1 (r n
1 − 1) − r 3

2 (r n
2 − 1)n(r1 − r2))

=
1√
5
r n+3
1

((

1 − 1

r n
1

)

−
(

r2

r1

)3((
r2

r1

)n

− 1

r n
1

)

− n

r n
1

· r1 − r2

r 3
1

)

Somit erhalten wir für bn

an

−→
n→∞

2r1 = 1 +
√

5 ≈ 3,236.(WJB mit freundliher Unterstützung von Giovanni-Giorgio Sarpa)Aufgabe 999: Groÿe TiereHeute war Kim mit ihrer Klasse im Naturhistorishen Museum und hat dort eineFührung über Tiere der Urzeit gehört. Der Museums-Führer hat unter anderemerzählt, dass Tiere, die in der Kälte leben, beispielsweise während der Eiszeit,im Vergleih zu Verwandten, die in der Wärme leben, beispielsweise während derWarmzeiten, gröÿer seien: �Auh die groÿe Körpergröÿe ist ein guter Shutz vorder Kälte. Denn groÿe Tiere haben im Verhältnis zur Körpergröÿe relativ wenigOber�ähe, also Haut, an der sie Wärme abgeben. Bei kleineren Tieren ist diesesMONOID 103 28



Verhältnis shlehter.� So wurde ihnen erklärt. Diese Erklärung des Museums-Führers klang plausibel, doh Kim möhte es ganz genau wissen � und rehnet esselbst nah.Führe auh eine entsprehende Rehnung aus. Die Tiere darfst Du dabei als geome-trishe Körper (Würfel, Kugel, ...) annehmen. Berehne Volumen und Ober�ähein Abhängigkeit der Körpergröÿe und vergleihe die Quotienten! (MG)Lösung:Kim rehnet mit einer Kugel. Die Kugelober�ähe ist O = 4πr 2, das Kugelvo-lumen V = 4
3πr 3. Für ein warmblütiges Tier der Körpergröÿe h, was dem Ku-geldurhmesser entspriht, ergeben sih somit O = 4π

(
h
2

)2
= πh2 und V =

4
3π
(

h
2

)3
= 1

6πh3. Das Verhältnis von Ober�ähe zu Volumen beträgt also für dasTier: O
V

= πh2

1
6πh3 = 6

h
. Also wird O

V
kleiner, wenn h gröÿer wird.Für einen Würfel ergibt sih das gleihe Ergebnis:Für ein Tier der Körpergröÿe h sind O = 6 · h2 und V = h3, also 6h2

h3 . Fürandere Körper erhält man ähnlihe Ergebnisse, allerdings niht präzise 6
h
� derMuseums-Führer hatte also Reht.Aufgabe 1000: Zum JubiläumZu unserem Jubiläum, der 1000. Aufgabe, die wir Euh bei den �Neuen Aufgaben�stellen, gibt es folgendes Gleihungssystem:

998x + 999y = 1000

999x + 1000y = 1001a) Bestimme die Lösung dieses Gleihungssystems.b) Addiere nun zum ersten Koe�zienten der ersten Gleihung 1
1000. Dadurh än-dert sih die Lösungsmenge shlagartig � das Gleihungssystem hat nämlihplötzlih keine Lösung mehr. Rehne dies nah und gib eine geometrishe Er-klärung! (MG)Lösung:a) Wir wenden den Gauÿ∗-Algorithmus auf das Gleihungssystem an, indem wirdie untere Gleihung durh 999 · (Gleihung 1)− 998 · (Gleihung 2) ersetzen,und erhalten

998x + 999y = 1000

y = 2.Nah Einsetzen in die obere Gleihung erhalten wir x = 1000−998·2
998

= −1.Damit ist (x , y) = (−1, 2) die eindeutige Lösung des Systems.
∗ Johann Carl Friedrih Gauÿ, * 30.04.1777 in Braunshweig, † 23.02.1855 in Göttingen; Mathematiker,Astronom, Geodät und Physiker mit einem breit gefäherten Feld an Interessen.29 MONOID 103



b) Nun ist das Gleihungssystem
998,001x + 999y = 1000

999 x + 1000y = 1001zu betrahten. Diesmal multiplizieren wir die untere Gleihung mit 0,999, wo-durh sih
998,001x + 999y = 1000

998,001x + 999y = 999,999ergibt. Dies kann o�ensihtlih niht sein und folglih ist die Lösungsmengeleer.Dies bedeutet, dass die beiden Geraden g1 : 998,001x + 999y = 1000 und
g2 : 999x + 1000y = 1001 parallel und vershieden sind (wie sih auh leihtmittels Nahrehnen über die identishe Steigung m = 999

1000 und die vershie-denen Ordinatenabshnitte zeigen lässt).Mathis mahenmathematishe EntdekungenDas Haus des Nikolaus
4321

5 6 87

Die Figuren, die du siehst, sindaus Punkten und Streken odergekrümmten Linien aufgebaut. Siehaben die Eigenshaft, dass manvon jedem Punkt der Figur längseines Weges, der aus Streken/ Li-nien der Figur besteht, zu jedemanderen Punkt gelangen kann. DieFigur 2 heiÿt das Haus des Niko-laus.a) Untersuhe, welhe der Figuren 1-8 so durhlaufen werden können, dass jedeStreke/Linie genau einmal benutzt wird und man wieder am Startpunkt endet.b) Konstruiere nun weitere Figuren wie 1-8 und versuhe an ihnen und den Figuren
1-8 zu klären, unter welhen Bedingungen man eine solhe Figur �in einem Zug�vollständig durhlaufen kann, ohne eine Streke/Linie mehrfah zu benutzen,und der Startpunkt zugleih Endpunkt ist. (H.F)Hinweis: Eure mathematishen Entdekungen könnt Ihr bis zum 15. November 2010 an dieMONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnissewerden jeweils im übernähsten Heft ersheinen.MONOID 103 30



Lösung der Aufgabe aus Heft 101In Heft 101 stellten wir Euh folgende Aufgabe:Produkt aus den Teilern natürliher ZahlenFür jede natürlihe Zahl n, n > 1, sei P(n) das Produkt aller ihrer vershiedenenehten Teiler t, also t | n und t < n. Zwei Beispiele:
P(25) = 1 · 5 = 5; P(30) = 1 · 2 · 3 · 5 · 6 · 10 · 15 = 27000.Finde heraus, ob es natürlihe Zahlen n > 1 gibt, mit:a) P(n) = 1.b) P(n) = n.) P(n) = n2, P(n) = n3, P(n) = n4 und so weiter. (nah H.F.)ErgebnisseO�ensihtlih fanden viele unserer Leserinnen und Leser die Aufgabenstellung reiz-voll; denn es gab zwölf Einsendungen, nämlih von Stella Brytanhuk (Willstätter-Gymnasium Nürnberg, Kl. 9e), Philipp Delhougne (Otto-Hahn-Shule Hanau,Kl. 11), Alia'a Ahmed Doma (Deutshe Shule der Borromäerinnen Kairo, Kl.12), Shaima'a Ahmed Doma (gleihe Shule, Kl. 9), Annika Enÿ (Theodor-Heuÿ-Gymnasium Ludwigshafen, Kl. 8d), Robin Fritsh (Gymnasium Lehrte, Kl. 9), JuliaHennig (Gymnasium Marienberg Neuÿ, Kl. 11), Katharina Münster (Gymnasi-um Markt Indersdorf, Kl. 10), Christopher Patzanovsky (Johann-Mihael-Fisher-Gymnasium Burglengenfeld, Kl. 7a), Martina Shlenker (Gnadenthal-GymnasiumIngolstadt, Kl. 10), Florian Shweiger (GymnasiumMarktoberdorf, Kl. 12), MarkusVoelkel (Gymnasium Casimirianum Coburg, Kl. 9a).Gemäÿ der Aufgabenstellung genügt es, jeweils durh ein Beispiel zu zeigen, dasses Zahlen gibt, welhe die jeweils gestellte Bedingung erfüllen:a) P(2) = 1;b) P(6) = 1 · 2 · 3 = 6;) P(20) = 1 · 2 · 4 · 5 · 10 = (2 · 10) · (4 · 5) = 202

P(30) = 1 · 2 · 3 · 5 · 6 · 10 · 15 = (2 · 15) · (3 · 10) · (5 · 6) = 303

P(48) = 1 · 2 · 3 · 4 · 6 · 8 · 12 · 16 · 24 = (2 · 24) · (3 · 16) · (4 · 12) · (6 · 8) = 484Ein Teil unserer Löser(innen) hat sih mit der Angabe solher Beispiele begnügt;aber beim Teil ) soll es ja weitergehen: Für welhes n gilt P(n) = n5 undallgemeiner: für welhes n gilt P(n) = nk bei vorgegebenem Exponenten k?Fast alle Löser(innen) haben bei Teil a) erkannt, dass die Bedingung P(n) = 1von allen Primzahlen und nur von diesen erfüllt wird; denn eine solhe Zahl ndarf nur den ehten Teiler 1 haben und somit als weiteren Teiler nur sih selbst.31 MONOID 103



Wegen der Voraussetzung n > 1 handelt es sih also um alle natürlihen Zahlenmit genau zwei Teilern, also alle Primzahlen. (Leider wurde hier manhmal dieBedingung, dass P(n) das Produkt der ehten Teiler von n sein soll, überlesenund daher P(n) = 1 für n > 1 für unmöglih gehalten.)Beim Teil b) zeigt das Beispiel P(6), wie weitere Beispiele gewonnen werdenkönnen. Ist nämlih n = 1 · p· q mit vershiedenen Primzahlen p und q, danngilt P(n) = 1 · p · q = n. Das ist aber niht die einzige �Bauform� für n, um dieBedingung P(n) = n zu erfüllen, wie wir gleih sehen werden.Um in ) die unendlih vielen Bedingungen P(n) = nk für k = 2, 3, 4, 5, ... zuerfüllen, muss man zu jedem vorgegebenen Exponenten k eine (von k abhängige)Lösung angeben. Dazu kann man sih zunähst auf den Fall zurükziehen, dass
n eine Primzahlpotenz pm ist. Dann lautet die Bedingung P(n) = pm·k . Dievershiedenen ehten Teiler von pm sind 1, p, p2, p3, ... , pm−1.Somit ist P(n) = 1 ·p ·p2 ·p3 · ... ·pm−1 = pe mit e = 1+2+3+ ...+ (m−1) =
m · m−1

2 . Aus pm·k = pe folgt m · k = m · m−1
2 , also 2 · k = m − 1 oder

m = 2 · k + 1. Im Falle k = 1 erhalten wir m = 3 und daher sind P(p3) = p3für alle Primzahlen p weitere Lösungsbeispiele für b): P(8) = 8, P(27) = 27usw. Im Falle k = 2, 3, 4, ... ist m = 5, 7, 9, ...; somit gilt: P(p5) = (p5)2,
P(p7) = (p7)3, P(p9) = (p9)4, ... Aber das sind noh niht alle Möglihkeiten.Ist zum Beispiel n = p ... q2 mit zwei vershiedenen Primzahlen p und q, so gilt
P(n) = 1 · p · q · (p · q) · q2 = p2 · q4 = (p · q2)2 = n2. Ist dagegen n = p · q · rmit drei vershiedenen Primzahlen p, q und r , so hat n die ehten Teiler 1, p,
q, r , p · q, p · r und q · r , deren Produkt P(n) = p3 · q3 · r 3 = n3 ist. Um )� und darin eingeshlossen auh a) für k = 0 und b) für k = 1 � systematishzu behandeln, verwendet man zwekmäÿigerweise einen ganz allgemeinen Ansatzfür Primfaktorzerlegungen. Das haben Robin Fritsh und Florian Shweiger getan.Hier die Ausführungen von Florian Shweiger:Es sei n eine natürlihe Zahl. Falls n keine Quadratzahl ist, ist jeder Teiler von
n vershieden von seinem Komplementärteiler, und das Produkt von Teiler undKomplementärteiler ist n.Wenn τ(n) die Anzahl der Teiler von n (einshlieÿlih n) ist, so gibt es genau τ(n)

2solhe Paare, und das Produkt aller Teiler von n ist also n
τ (n)

2 . Wenn n Quadratzahlist, kommt noh der Teiler √n zu den τ(n)−1
2 Paaren,und man erhält wieder n

τ (n)
2für das Produkt aller Teiler von n.O�enbar ist damit P(n) = nτ(n)2−1. Nun ist P(n) = nk äquivalent zu τ(n)2 −

1 = k oder τ(n) = 2k + 2. Alle Zahlen mit dieser Eigenshaft �ndet man wiefolgt: Es sei m =
t∏

i=1

pei

i die Primfaktorzerlegung von m. Dann ist bekanntlih
τ(m) =

t∏

i=1

pei

i . Man shreibt also 2k + 2 als Produkt von Faktoren gröÿer als 1,MONOID 103 32



2k + 2 = a1 · a2 · ... · aν und setzt n = pa1−1
1 · pa2−1

2 · ... · paν−1
ν mit paarweisevershiedenen Primzahlen pi . Nah obiger Formel ist dann τ(n) = 2k + 2, unddamit auh P(n) = nk . Es gibt also für jedes k unendlih viele n mit P(n) = nk .Die einfahste Lösung erhält man, wenn man a1 = 2k+2 setzt, nämlih n = p2k+1mit p prim, was P(n) = nk erfüllt.Das Benfordshe Gesetzoder: Die Wahrsheinlihkeiten der ersten(signi�kanten) Zi�ervon Hans-Jürgen ShuhNehmen wir einen empirishen Datensatz von positiven Zahlen, wie zum Beispielalle Zahlen auf der ersten Seite einer Tageszeitung, Flähen von Ländern, Seen,Inseln und so weiter (egal ob in m2, Quadratmeilen oder Quadratfuÿ), Einwohner-zahlen, Aktienkurse (egal welhe Währung), Firmengröÿen oder die Zahlen ineiner (niht manipulierten!) Steuererklärung und betrahten wir die jeweils erstesigni�kante Zi�er, das heiÿt die erste von 0 vershiedene Zi�er der Dezimalbruh-darstellung (für 357,9 ist dies die �3�, für 0,00795 ist dies die �7�). Gefragt, wiehäu�g diese Zi�er die Werte 1, 2, 3, ... , 9 annimmt, würde wohl jeder spontanantworten: �In jeweils 1

9 aller Fälle.�Überrashender Weise treten die kleinen Zahlen aber sehr viel häu�ger auf alsdie groÿen, genauer: Es gilt das Benfordshe � besser Newomb-Benfordshe �Gesetz!
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1 2 3 4 Erste Zi�er5 6 7 8 9

30

25

20Wahrsheinlih
keitenin%
15

10

5

0

30,1

17,6

12,5

9,7 7,9
6,7 5,8 5,1 4,6

Entdekt wurde dieses seltsame Verhalten zuerst von dem amerikanishen Mathe-matiker und Astronomen Simon Newomb1. Zu Zeiten als noh keine Computer1 Simon Newomb, ∗ 12.04.1819 in Wallae (Kanada),† 11.07.1909 Washington D.C.33 MONOID 103



und elektronishen Tashenrehner zur Verfügung standen, war die Logarithmen-tafel das wihtigste Hilfsmittel für das praktishe Rehnen, also insbesondere fürdie Auswertung astronomisher Daten, weil der Logarithmus Rehenoperationenum eine Stufe erniedrigt, also zum Beispiel die Multiplikation in eine Addition unddie Division in eine Subtraktion überführt. Aufgrund unseres Dezimalsystems ha-ben wir es hier mit 10er-Logarithmen zu tun, die wir mit lg (= log10) bezeihnenwollen.Newomb ist aufgefallen, dass die vorderen Seiten seiner Logarithmentafel sehrviel stärker abgegri�en und vershmutzt waren als die hinteren. Die Seiten derLogarithmentafel sind so aufgebaut, dass in der linken Spalte die Numeri , dasheiÿt die Zahlen ohne Rüksiht auf das Komma, stehen und rehts davon dieMantissen2 ihrer Logarithmen. Da die Numeri auf den ersten Seiten mit der erstenZi�er 1, dann 2 und so weiter starten und shlieÿlih auf den hinteren Seiten mitder ersten Zi�er 9 enden, shloss Newomb, dass in seinen Datensätzen die 1sehr viel häu�ger auftritt als die 9. Zur Quanti�zierung dieser Beobahtung suhtman nah einer Gröÿe, die gleihverteilt ist. Hierzu de�nieren wir den Begri� derMantisse: x sei eine positive, reelle Zahl. Ihre Mantisse 〈x〉 ist 〈x〉 := x − [x ],wobei [x ] die gröÿte ganze Zahl z mit z ≤ x ist, das heiÿt 〈x〉 ist der gebroheneAnteil von x . O�ensihtlih gilt 〈x〉 ∈ [0,1) = {u | 0 ≤ u < 1}. Zum Beispielist 〈π〉 = 0,1415926 ....Newomb postulierte dasMantissengesetz von NewombDie Häu�gkeit der beobahteten Daten sind so, dass die Mantissen ihrerLogarithmen auf dem Intervall [0,1) gleihverteilt sind.Newomb rehtfertigte sein Gesetz heuristish: Ordnen wir hierzu den Datensatzauf der positiven Halbahse an.
20000050000 100000 1500000Von diesen Zahlen nehmen wir nun den (10er-)Logarithmus

−7,5 −5 −2,5 0 2,5 5

lg(.)

7,5 ...und betrahten dann die Mantissen hiervon. Man kann sih dies so vorstellen, dassobige Gerade auf einem Kreis mit Umfang 1 aufgewikelt wird.2 NahkommastellenMONOID 103 34



〈.〉

Wenn sih die Logarithmen der empirishen Daten über einen hinreihend groÿenBereih erstreken, mishen sih die Mantissen zu einer Gleihverteilung auf demKreis, das heiÿt auf dem Intervall [0,1).Nun zur Herleitung des Benfordshen Gesetzes: X sei eine Zufallsvariable, diedem Mantissengesetz genügt, das heiÿt 〈lg(x)〉 ist gleihverteilt auf [0,1). Für
k ∈ {1, 2, ... , 9} betrahten wir die Klassen:

Kk := {x > 0 | erste Zi�er von x ist k} =
⋃

ℓ∈Z

[k · 10ℓ,(k + 1) · 10ℓ),wobei Z die Menge der ganzen Zahlen ist. Da o�ensihtlih
...
〈
lg(10−1x)

〉
= 〈lg(x)〉 = 〈lg(10x)〉 ... ,ergibt sih

〈lg(Kk)〉 = [lg(k), lg(k + 1)), k = 1, 2, ... , 9.Man erhält deshalb, für k = 1, 2, ... , 9, folgende Wahrsheinlihkeiten:
P(die erste signi�kante Zi�er von X ist k) = P(X ∈ Kk)

= P(〈lg(X )〉 ∈ [lg(k), lg(k + 1)))

= lg(k + 1) − lg(k)

= lg(1 + 1
k
).Dies ist das Benfordshe Gesetz. Newomb hat es 1881 in einem kurzen (zwei-seitigen) Artikel verö�entliht. Kurz darauf geriet dieses Gesetz für 60 Jahre inVergessenheit.Der amerikanishe Physiker Frank Benford3 hat dieses Gesetz (unabhängig vonNewomb) mit denselben Argumenten wiederentdekt. In seinem Artikel �TheLaw of Anomalous Numbers� von 1938 hat er neben heuristishen Argumentenan 20 Datensätzen aus den untershiedlihsten Gebieten (insgesamt 20.229 Da-ten) empirish untersuht, inwieweit jeweils das Benfordshe Gesetz erfüllt ist.3 Frank Benford, ∗ 29.05.1883 in Johnstown, Pensylvania, USA; † 4.12.1948 in Shenetady, New York35 MONOID 103



Am verblü�endsten ist die Erkenntnis, dass die Vereinigung aller dieser bunt zu-sammengewürfelten Datensätze das Benfordshe Gesetz besser erfüllt als jedereinzelne Datensatz, und das, obwohl einige der Datensätze dem BenfordshenGesetz o�ensihtlih niht gehorhen.Newomb konnte aus dem Mantissengesetz in analoger Weise auf das Verhaltenzum Beispiel der ersten beiden führenden Zi�ern shlieÿen. De�niert man bespiels-weise
K27 :=

⋃

ℓ∈Z

[27 · 10ℓ,28 · 10ℓ),dann ergibt sih analog:
P(die ersten beiden signi�kanten Zi�ern von X sind 27) = P(X ∈ K27)

= lg(1 + 1
27)oder shlieÿlih:Allgemeines Benfordshes GesetzFür N ∈ N (die Menge der natürlihen Zahlen) ist die Wahrshein-lihkeit, dass X mit der signi�kanten Zi�ernfolge N beginnt, gleih

lg(1 + 1
N
).Es ist niht shwer zu zeigen, dass aus dem allgemeinen Benfordshen Gesetz dasNewombshe Mantissengesetz folgt, das heiÿt alsoNewombshes Mantissengesetz

⇐⇒allgemeines Benfordshes GesetzDas Benfordshe Gesetz sheint immer dann erfüllt zu sein, wenn die Daten alsMessgröÿe realer Objekte oder Prozesse auftreten und sih über einen hinreihendgroÿen Bereih erstreken. Das Benfordshe Gesetz ist insbesondere dann falsh,wenn Zahlen lediglih zur Nummerierung benutzt werden und genauso gut durhNamen ersetzt werden können, wie zum Beispiel beim Datensatz Nn := {1, 2,
3, ... , n}. Benford spriht aus diesem Grund von dem �Gesetz der abnormalenZahlen�.Inzwishen gibt es viele mathematish fundierte Untersuhungen, die zeigen, warumdas Benfordshe Gesetz so häu�g auftritt und so stabil ist. Theodore P. Hill4 hat1995 bewiesen, dass sih die Mishung untershiedlihster Datensätze besondersgut an die Benford-Verteilung hält, wie Benford bereits empirish beobahtet hat-te.Da empirishe Datensätze, wie sie bei Steuererklärungen, Forshungsstudien, Bi-lanzen von Betrieben und Wahlergebnissen auftreten, vorausgesetzt, dass sie niht4 Theodore P. Hill, amerikanisher MathematikerMONOID 103 36



manipuliert sind, dem Benfordshen Gesetz unterliegen, kann man mit geeignetenTests Fälsher und Betrüger entlarven. Solhe Tests wurden von Mark J. Nigri-ni5 entwikelt. Sie werden in den USA erfolgreih von Steuerbehörden, Betrieben,Wirtshaftswissenshaftlern et. eingesetzt. Im Auftrag einer Hotelkette kam Ni-grini einem millionenshweren Versiherungsbetrug auf die Spur:Eine Angestellte hatte Sheks der �rmeneigenen Krankenversiherung gefälshtund Herzoperationen, die nie stattgefunden hatten, zu jeweils 6500$ abgerehnet.Die beiden ersten Zi�ern 6 und 5 stahen aus Nigrinis Analyse heraus.Gründe, warum Betrüger shlehte Karten haben, sind zum Einen, dass der Menshein miserabler Zufallsgenerator ist, und zum Anderen, dass selbst dann, wenn demFälsher das Benfordshe Gesetz bekannt ist, er niht weiÿ, welher Aspekt gerademit diesem Gesetz getestet wird.Shlieÿlih noh drei Bemerkungen:a) Skaleninvarianz ist äquivalent zum Benfordshen Gesetz:
X sei eine positive Zufallsvariable. Wegen 〈lg(λX )〉 = 〈lg λ + lg X 〉 , λ > 0,ergibt sih, dass das Benfordshe Gesetz für X genau dann gilt, wenn es fürjedes λ ·X , λ > 0, erfüllt ist. Auÿerdem ist die Benford-Verteilung die einzigemit dieser Eigenshaft. Anshaulih heiÿt dies, dass das Benfordshe Gesetzniht von der gewählten Maÿeinheit abhängt.b) Basisunabhängigkeit ist äquivalent zum Benfordshen Gesetz:Die Basis 10 unseres Dezimalsystems zeihnet sih in keiner Weise relevantvor anderen Basen b ≥ 2 aus. Betrahten wir unseren Datensatz im Systemder Basis b, so gilt das Benfordshe Gesetz mit logb anstelle von lg = log10.Für eine subtiler gefasste Form der Basisunabhängigkeit hat Hill 1995 gezeigt,dass das Benfordshe Gesetz auh hierzu äquivalent ist.) Die Verteilung späterer Zi�ern:Aus dem allgemeinen Benfordshen Gesetz ergibt sih unmittelbar für die n-te(signi�kante) Zi�er, dass

P(n-te Zi�er = k) =
10n−1−1∑

j=10n−2

lg

(

1 +
1

j · 10 + k

)

,mit k = 0, 1, 2, ... , 9. Für n → ∞ konvergiert diese Verteilung gegen dieGleihverteilung auf {0,1,2, ... ,9}. Bei einer Genauigkeit von 1
100 kann manbereits die Verteilung der dritten Zi�er niht mehr von der Gleihverteilunguntersheiden.Beweis: Wir zeigen, dass P(n-te Zi�er = 0) −→

n→∞
0,1:

P(n-te Zi�er = 0) =

10n−1−1∑

j=10n−2

lg

(

1 +
1

j · 10

)

.5 Mark J. Nigrini, amerikanisher Mathematiker 37 MONOID 103



Für groÿe n untersheidet sih diese Summe beliebig wenig von
10n−1
∫

10n−2

lg

(

1 +
1

x · 10

)

dx =
1

ln 10

10n−1
∫

10n−2

ln

(

1 +
1

x · 10

)

dx .Da lim
η→0

ln(1+η)
η

= 1 liegt dieses Integral für groÿes n beliebig nahe bei
1

10 · ln 10

10n−1
∫

10n−2

1

x
dx =

1

10
[lg x ]10n−1

10n−2 =
1

10
= 0,1,da (ln x)′ = 1

x
und lg x = ln x

ln 10.Zum Shluss soll noh bemerkt werden, dass es sih beim Benfordshen Gesetzniht um einen mathematishen Satz, sondern um ein phänomenologishes Gesetzhandelt, das durh die Art und Weise zustande kommt, wie wir Gröÿen unsererBeobahtung mit Hilfe von Zahlen beshreiben. So besagt das Weber-FehnersheGesetz, dass wir physikalishe Reize auf einer logarithmishen Skala wahrnehmen,wofür der Vergleih der Tonleiter mit den zugehörigen Frequenzen ein wohlbe-kanntes Beispiel ist.Der Beweis eines Elfjährigenvon Hartwig Fuhs
B

c2

A
c
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a2

C

b2

Abbildung 1

Eine der ältesten geometrishen Erkenntnisse, die keines-wegs o�ensihtlih ist, ist der berühmte Satz, welher tradi-tionell nah Pythagoras von Samos benannt wird, den abershon lange vor ihm bereits die Babylonier gekannt haben.Für ein rehtwinkliges Dreiek mit den Kathetenlängen aund b sowie mit der Hypotenusenlänge c gilt:
c2 = a2 + b2Dieses Theorem ist von grundlegender Bedeutung für dieGeometrie und so hat man es immer wieder auf jeweils an-deren Wegen neu bewiesen.Es soll inzwishen mehr als 300 vershiedene Herleitungen geben, die von groÿenMathematikern bis hin zu mathematishen Amateuren und in einem Fall sogarvon einem elfjährigen Shüler entwikelt wurden.Dieser elfjährige Junge war Albert Einstein, dessen shöner und durhsihtigerBeweis so aussieht:MONOID 103 38



a

B

C

δ
γb

α
A D c

βAbbildung 2
Gegeben sei das rehtwinklige Dreiek△ABC mit demrehten Winkel bei C , mit den Kathetenlängen a und
b, sowie mit der Hypotenusenlänge c . Das von C aufdie Hypotenuse AB gefällte Lot sei CD.Mit den Winkelbezeihnungen der Abbildung 2 giltdann:Wegen γ = 90◦ − α und γ = 90◦ − δ ist α = δ;Wegen δ = 90◦ − β und δ = 90◦ − γ ist β = γ.Deshalb stimmen die Dreieke △1 := △ACD, △2 := △BCD und △3 := △ABCin ihren drei Innenwinkeln überein � also sind △1, △2 und △3 ähnlihe Dreieke.Es sei nun △0 ein rehtwinkliges Dreiek mit den Innenwinkeln α, β, 90◦ und derHypotenusenlänge 1. △0, △1, △2 und △3 sind ähnlihe Dreieke.Wir bringen nun △0 und △1, △0 und △2 sowie △0 und △3 in eine �Ähnlihkeits-lage�.
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C

β

B

β

1
α

B

1

β

α

(△0,△1) (△0,△2) (△0,△3)

A D C A CD

β1
α
β βAbbildung 3Nah dem Strahlensatz gilt dann zum Beispiel im Fall (△0,△1) der Abbildung 3:Die Länge jeder Streke im Dreiek △1 ist das b-fahe der Länge der zugehörigenStreke in △0. Daraus folgt, dass die Flähe |△1| von △1 das b2-fahe der Flähe

|△0| von △0 ist. Entsprehendes gilt in den Fällen (△0,△2) und (△0,△3) derFigur. Man hat also: |△1| = b2 · |△0|, |△2| = a2 · |△0| und |△3| = c2 · |△0|.Damit erhält man für die aus Abbildung 2 ablesbare Gleihung |△3| = |△2|+|△1|die neue Gleihung c2 · |△0| = a2 · |△0| + b2|△0|, woraus c2 = a2 + b2 folgt.Mitteilungen
• Der 20.10.2010 istWorld Statistis Day. An diesem Tag werdenweltweit die Erfolge der Statistik unter dem Motto Servie �Professionalität � Integrität gefeiert. Daher hat MONOID diesesSeptember-Heft als Themenheft zur Wahrsheinlihkeitstheo-rie gefasst. 39 MONOID 103



• Auf der Titelseite seht ihr anlässlih des �World Statistis Day� eine MONOID-Statistik der letzten aht Jahrgänge. Das Balkendiagramm zeigt die Anzahlder Shüler, die in dem entsprehenden Jahrgang mit mindestens einer ab-gegebenen Lösung an unserem Wettbewerb teilgenommen haben (die groÿenBalken). Die kleineren Balken geben die Anzahl der Shulen wieder, die mitShülerlösungen vertreten waren. Das Diagramm oben rehts setzt die beidenBalken in Relation.
• Kim Vetter hat im August an der ersten Mainzer Mathematik-Akademie teilge-nommen und für dieses MONOID-Heft ein paar ihrer Eindrüke aufgeshrieben.Kim besuht derzeit die 11. Klasse der Alfred-Delp-Shule in Hargesheim undgehört auh zu unseren Aufgaben-Lösern.
• Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag für das Shuljahr 2010/11 rehtzeitig aufdas MONOID-Konto, Nummer 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ551 900 00) zu überweisen!An alle Freunde und Förderer von MONOID:Einladung zur MONOID-Feier 2010mit der Preisvergabean die erfolgreihen Löserinnen und Löser des Shuljahres 2009/2010am Samstag, dem 27. November 2010, Beginn 10 Uhr,im Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey,Frankenstraÿe 17, 55232 Alzey.Den Festvortrag wird Herr Prof. Dr. Valentin Blomer aus Göttingen halten.Die Preisträgerinnen und Preisträger werden noh gesondert eingeladen.Weitere Informationen demnähst auf der MONOID-Internetseitewww.mathematik.uni-mainz.de/monoid.
Rubrik der Löser und LöserinnenStand nah Heft 101Alexandria, Deutshe Shule der Borromäerinnen(betr. Lehrerinnen: Frau Frohs, Frau Farag):Kl. 5: Assil Hady 4; Kl. 6: Farah Ashraf 6, Iman Seif Al-Islam 6;Kl. 7: Mona-Sophie El-Regini 8, Mariam Ahmed 3, Marianne Mihel 29, ChantalRagy 28;Kl. 8: Farieda Gaber 38;Kl. 11: Nada Mohamed ElAttar 38.MONOID 103 40



Alzey, Elisabeth-Langgässer-Gymnasium (betr. Lehrer: Herr Kraft):Kl. 6: Katja Goldshmidt 6, Johanna Pitzer 4, Amany Ramadan 6, Laura ChristinShmidt 6;Kl. 7: Arne Broszukat 24;Kl. 8: Mar de Zoeten 32, Lena Ehrenhard-Dikesheid 9, Laura Tabea Galkowski56, Lara Geldsetzer 8, Sebastian Ludwig 70, Alexander Rupertus 43, Julia Sherner60;Kl. 9: Eike Broszukat 12, Andreas Pitsh 62 Sören Rathgeber 12;Kl. 10: Kevin Shmitt 50.Kl. 11: Lilian Maus 23.Alzey, Gymnasium am Römerkastell:Anna Katharina Lange 25;Kl. 12: Lennart Adam 5.Asha�enburg, Friedrih-Dessauer-Gymnasium:Kl. 8: Hauke Mewes 13.Bad Bergzabern, Gymnasium im Alfred-Grosser-Shulzentrum :Kl. 10: Katharina Albert 6, Belinda Müller 6.Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:Kl. 9: Frank Shindler 79.Burglengenfeld, Johann-Mihael-Fisher-Gymnasium:Kl. 7: Christopher Patzanovsky 69.Calw-Stammheim, Maria von Linden-Gymnasium:Kl. 9: Marella Bek 50.Coburg, Gymnasium Casimirianum:Kl. 9: Markus Voelkel 24.Eiterfeld, Lihtbergshule (betr. Lehrer: Herr Jakob):Kl. 8: Lukas Vogel 11.Erkner, Carl-Behstein-Gymnasium:Kl. 9: Wanda Witte 13.Erlangen, Gymnasium Frideriianum: Kl. 7: Nadja Motova 20.Karolinen-Gymnasium Frankenthal (betr. Lehrerin: Frau Silke Shneider):Kl. 5: Christoph Hemmer 22, Marion Misiewiz 5;Kl. 6: Larissa Kieÿling 12, Marel Wittmann 25;Kl. 7: Arthur Shalk 15;Kl. 8: Jana Ballweber 33;Kl. 9: Henning Ballweber 82.Friedrihsdorf, Rhein-Main International Montessori Shool (betr. Leh-41 MONOID 103



rerin: Frau Elze):Kl. 6: Antonia Binnewies 2, Julia Häger 20, Niklas Heÿ 22, Hut Antonia 7, Jela-letdin Japarov 1, Lars Matthesen 5, Julius Panrek 10, Anastasia Reiÿ 20, YasminSode 3;Kl. 7: Lua Gladiator 14.Fulda, Hohbegabten-AG Mathematik (betr. Lehrer: Herr Nühter):Kl. 6: Sabrina Huke 20;Kl. 7: Sophie Ekersham 6, Magdalena Kött 4.Grünheide, Gerhard-Hauptmann-GrundshuleKl. 6: Sonja Witte 23.Hadamar, Fürst-Johann-Ludwig-Gesamtshule (betr. Lehrerin: Frau Nie-derle):Kl. 4: (Oranienshule Elz) Nils Prepens 17;Kl. 5: Daniel Albers 6, Kim Cimander 15, Ste� Langer 6, Lea Stiehl 22, JustinWunderlih 21, Emily Zollmann 12;Kl. 7: Mara Koh 25, Lars Prepens 54.Hanau, Otto-Hahn-Gymnasium:Kl. 9: Mihael Delhougne 37; Kl. 11: Philipp Delhougne 44.Hargesheim, Alfred-Delp-Shule (betr. Lehrer: Herr Gruner):Kl. 10: Paulina Braun 4, Leonard Gerharz 4, Johanna Gmeiner 4, Kirstin Heinl3, Marie-Theres Hertel 4, Julia Hesse 6, Julia Homann 5, Thomas Kettel 3, LeaMarie Kirhhof 4, Carolin Klein 3, Julia Peitz 4, Felix Poss 5, Tom Rosenbaum 3,Ines Sheu�ele 2, Alexander Shuh 4, Emily Selz 1, Florian Süÿ 4, Julian Sutor2, Madlena Sutor 4, Kim Vetter 30 .Ingolstadt, Gnadenthal-Gymnasium:Kl. 10: Martina Shlenker 13 ,Kairo, Deutshe Shule der Borromäerinnen :Kl. 6: Mariam Ayman 23, Mariam Baher 30, Mariam El-Shiaty 7, Jennifer Radi4;Kl. 9: Shaima'a Ahmed Doma 36;Kl. 12: Alia'a Ahmed Doma 59.Kelkheim, Eihendor�shule:Kl. 5: Leonard Röhl 2;Kl. 6: Robert Holla 8 Nathalie Neubert 47, Björn Stanishewski 61;Kl. 7: Florian Papdopulos 34, Maike Stanishewski 64.Lehrte, Gymnasium Lehrte:Kl. 9: Robin Fritsh 48.MONOID 103 42
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