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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt denMathe-Sto� der Shule brauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie undselbstständiges Denken brauhen, aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoh möglih. Denkt bei Euren Lösungendaran, auh den Lösungsweg anzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5�7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur auf derBasis der halben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13,können Lösungen (mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Shüler/innender Klassen 5�7 erhalten hierbei die 1,5-fahe Punktzahl. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis mahen mathematishe Entdekungen und Wer forsht mit?werden bei der Vergabe des Forsherpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiede-nen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 31.08.2010.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deAn folgenden Shulen gibt es betreuende Lehrer, denen Ihr Eure Lösungen abgebenkönnt: am Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey bei Herrn Kraft, an der Liht-bergshule Eiterfeld bei Herrn Jakob, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal beiFrau Silke Shneider, an der F-J-L-Gesamtshule Hadamar bei Frau Niederle, an derAlfred-Delp-Shule Hargesheim bei Herrn Gruner, am Frauenlob-Gymnasium Mainzbei Herrn Mattheis, in Mannheim bei Herrn Wittekindt, am Gymnasium MarienbergNeuss bei Frau Langkamp, am Gymnasium Oberursel bei Frau Beitlih, am Leibniz-Gymnasium Östringen bei Herrn Ronellen�tsh, am Gymnasium Nonnenwerth inRemagen bei Herrn Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei HerrnMeixner.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden in MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentlihen. Diese Aufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih nihteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es noh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtli-hen Geldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei ande-ren mathematishen Aktivitäten, nämlih: Lösungen zu den NeuenAufgaben und den Mathespielereien, Artikel shreiben, Lösen vonSternhenaufgaben, Erstellen von neuen Aufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 102 2



Linienland, Flähenland und derHyperraumvon Stephan RosebrokLinienland und FlähenlandVersuhen wir uns doh einmal vorzustellen, unser ganzes Leben würde in einerGeraden, in Linienland, statt�nden. Die ganze Welt würde nur aus einer einzigenGeraden bestehen. Jeder von uns wäre dann einfah eine Streke; unendlihdünn. Wir könnten nihts wahrnehmen, was auÿerhalb dieser Geraden liegt.Wir könnten niht nah oben oder unten, rehts oder links guken. Es gäbe nur�vorne� und �hinten�. In Abbildung 1 sehen wir drei Wesen in Linienland. DieAbbildung 1: Linienland mit Wesen darindunklen, shwarzen Streken sind ein Teil von Linienland ohne Wesen darin.Die helleren Streken sind die Bewohner Linienlands. Die beiden Wesen weiterrehts stoÿen aneinander. Unsere Nahbarn sehen wir nur als einzelne Punkteund zwar nur den vor und hinter uns. Das Leben muss dort sehr langweilig sein.

Abbildung 2: Flähenland mit Wesen darinEtwas interessanter ist es vielleiht in Flähenland. Dort leben alle Wesen in ei-ner Flähe. Sie können niht hoh oder runter guken, sondern nur nah rehtsoder links und vorne oder hinten. In Abbildung 2 sehen wir ein paar BewohnerFlähenlands und einen Kühlshrank. Alle Bewohner Flähenlands sind natur-gemäÿ �ahe Wesen. Wir, als �Raumländer� können in einen Kühlshrank von3 MONOID 102



Flähenland greifen, ohne ihn zu ö�nen. Wir sehen seinen Inhalt, obwohl ergeshlossen ist.Flähenländer haben übrigens keinen Darm und Speiseröhre wie wir, sonst wärensie zweigeteilt wie in Abbildung 3. Über die Wesen in Flähenland gäbe es viel
Abbildung 3: Kein Bewohner Flähenlandszu sagen. Es gibt einen interessanten Roman aus dem Jahr 1884 von EdwinAbbott. Er heiÿt �Flähenland� und dort kann man viel über die Flähenländerund die Linienländer nahlesen.Uns interessiert hier, wie die Flähenländer den Linienländern Flähenland undihre Wesen dort erklären können. Wir dürfen niht vergessen, dass die Linienlän-der sih Flähenland überhaupt niht vorstellen können, haben sie doh niemals�rehts� und �links� erfahren, sondern nur �vorne� und �hinten�. Es hat also nihtso viel Sinn, zu sagen: �guke mal nah rehts�. Das können die Linienländerniht und können sih auh gar niht vorstellen, wie das gehen soll. Es gibt abershon eine Möglihkeit, den Linienländern wenigstens so ein bisshen deutlihzu mahen, wie die Flähenländer aussehen. Man kann die Flähenländer durhLinienland durhtauhen lassen so wie in Abbildung 4. Was sehen die Linienlän-

Abbildung 4: Ein Dreiek tauht durh Linienlandder, wenn das Dreiek von oben durh Linienland tauht? Genauer: Es geht umdie beiden Linienländer, die überhaupt etwas von dem Dreiek sehen können.Was sehen die? Zuerst sehen sie einen Punkt, wenn das Dreiek eintauht. DerPunkt erweitert sih zu einer immer längeren Streke, von der die Linienländeraber auh nur den jeweiligen Endpunkt sehen, wie er auf sie zukommt. Danahwird die Streke wieder kürzer, bis sie wieder zu einem Punkt wird.MONOID 102 4



Man kann sih auh überlegen, was man sieht, wenn andere Flähenländerdurh Linienland tauhen. Kommt ein Rehtek mit einer Kante zuerst, dannsieht man immer nur eine gleih lange Streke. Kommt ein Rehtek hingegenmit einer Eke zuerst in Linienland an, dann sieht man eine Streke in Linienlandwandern. Zeihne dir eine Skizze, damit du dir das besser vorstellen kannst.RaumlandWir leben in Raumland. Es heiÿt Raumland, weil wir drei Rihtungen zur Ver-fügung haben: vorne/hinten, rehts/links und oben/unten, eben räumlih. Wiedie Flähenländern den Linienländern müssen wir den Flähenländern unserenRaum erklären. Die Flähenländer können sih �oben� und �unten� niht vor-stellen. Liegt Flähenland in unserem Raumland, dann können auh wir Gegen-stände durh Flähenland durhtauhen lassen.Am leihtesten lässt sih vielleiht eine Kugel erklären. In Abbildung 5 tauht
Abbildung 5: Eine Kugel tauht durh Flähenlandeine Kugel durh Flähenland. Der Shnitt ist ganz am Anfang ein Punkt. Derwird shnell zu einem Kreis, wie in Abbildung 5. Der Kreis wird immer gröÿerund danah immer kleiner, bis der Shnitt wieder nur noh ein Punkt ist.Wie erklären wir einen Würfel? Ein Würfel könnte zuerst mit einer Seiten�ähe,mit einer Kante oder mit einer Eke in Flähenland eintauhen. In Abbildung 6tauht ein Würfel mit einer Seiten�ähe zuerst und ein anderer mit einer Kante
Abbildung 6: Würfel tauhen durh Flähenlandzuerst durh Flähenland. Was kann man dabei sehen?5 MONOID 102



Spannender wird es, wenn ein Würfel zuerst mit einer Eke eintauht wie in Ab-bildung 7. Zuerst sieht man ein immer gröÿer werdendes Dreiek. Ein bisshen
Abbildung 7: Würfel tauht mit Eke zuerst durh Flähenlandspäter wird es sogar ein Sehsek, wie man in Abbildung 8 erkennt.
Abbildung 8: Würfel tauht mit Eke zuerst durh FlähenlandWir könnten noh viele Gegenstände durh Raumland tauhen lassen. Es isteine gute Übung, sih vorzustellen, was man von dir sieht, wenn du durh Flä-henland tauhst. Wenn du mit den Füÿen zuerst eintauhst, sieht man anfangszwei Flähenstüke, das eine ist Spiegelbild des anderen.Wir fassen zwishendurh unsere vershiedenen Länder zusammen:

• Linienland ist 1-dimensional, weil es nur eine Rihtung gibt (vorne � hin-ten).
• Flähenland ist 2-dimensional, weil es zwei Rihtungen gibt (vorne � hin-ten, rehts � links).
• Raumland ist 3-dimensional, weil es drei Rihtungen gibt (vorne � hinten,rehts � links, oben � unten).Und dann? Ist das alles?MONOID 102 6



Der HyperraumDer Hyperraum ist 4-dimensional. Es gibt vier zueinander senkrehte Rihtun-gen: vorne � hinten, rehts � links, oben � unten und die letzte Rihtung wollenwir ana � kata nennen. Die letzte Rihtung können wir uns niht vorstellen,genauso wenig wie die Flähenländer oben � unten. Jetzt sind wir in derselbenSituation in der am Anfang des Artikels die Linienländer oder etwas später dieFlähenländer waren: Die Bewohner des Hyperraums müssen uns ihren Hyper-raum erklären. Weil an jeder Stelle von Raumland eine ana � kata Rihtungausgeht, sieht Raumland, aus Siht der Bewohner von Hyperraum, �ah aus.Die Hyperraumbewohner können in unsere Kühlshränke greifen, ohne sie zuö�nen. Noh besser: Sie können uns operieren, ohne unseren Körper aufzu-shneiden.Wir möhten einen 4-dimensionalenWürfel verstehen. Dazu müssen wir aber sa-gen, was wir unter einemWürfel überhaupt verstehen wollen. Ein 1-dimensionalerWürfel W 1 ist einfah eine Streke und ein 2-dimensionaler Würfel W 2 ein ge-wöhnlihes Quadrat. Der 3-dimensionale Würfel W 3 soll der gewohnte Würfelsein, wie wir ihn kennen. Was ist dann der 4-dimensionale Würfel W 4? ZumVerständnis hilft folgendes: Beim W 1, einer Streke, geht von jeder Eke nureine Kante aus, beim W 2 von jeder Eke zwei Kanten und beim W 3 gehenvon jeder Eke drei jeweils zueinander senkrehte Kanten aus. Beim W 4 gehenalso von jeder Eke vier jeweils zueinander senkrehte Kanten aus. In Abbildung9 sehen wir die Kanten eines 4-dimensionalen Würfels. Von jeder Eke gehen

Abbildung 9: 4-dimensionaler Würfelvier Kanten aus, die alle zueinander senkreht stehen sollen. Da das nur einBild eines 4-dimensionalen Würfels ist, sehen die Kanten niht senkreht zuein-ander aus. Das ist ganz ähnlih wie im Bild des 3-dimensionalen Würfels ausAbbildung 10. In dieser Abbildung guken wir von oben auf einen durhsihti-7 MONOID 102



Abbildung 10: 3-dimensionaler Würfelgen 3-dimensionalen Würfel und sehen seine Kanten. Die werden an jeder Ekenur senkreht zueinander, wenn wir uns den Würfel perspektivish vorstellen.Es gibt noh eine Analogie zwishen dem 3- und dem 4-dimensionalen Würfel:In Abbildung 9 ist ein kleiner 3-dimensionaler Würfel in der Mitte von einemgroÿen. In Abbildung 10 ist ein kleiner 2-dimensionaler Würfel, ein Quadrat,in der Mitte von einem groÿen. Wir erhalten nämlih die Kanten von einemWürfel der Dimension 4, indem wir zwei Würfel der Dimension 3 nehmen, diein ana-kata Rihtung übereinander legen und die entsprehenden Eken verbin-den. Leihter sieht man das ein oder zwei Dimensionen tiefer: Man erhält einQuadrat W 2, indem man zwei Streken W 1 übereinander legt und die Ekenentsprehend verbindet. In Abbildung 11 ist der Übergang vom W 1 zum W 2

Abbildung 11: Übergang vom 1-dimensionalen zum 2-dimensionalen Würfeldargestellt. Auh der Übergang vom Quadrat zum Würfel lässt sih so erklären:Zwei Exemplare eines W 2 werden mit Abstand übereinandergelegt und dannentsprehende Eken verbunden. Das ergibt ein Kantenmodell eines W 3.Damit verdoppelt sih also die Anzahl der Eken beim Übergang von einemWürfel zu dem der nähst höheren Dimension. Eine Streke hat zwei Eken, einQuadrat vier, ein 3-dimensionaler Würfel aht und der W 4 hat 16 Eken. Alsohat der n-dimensionale Würfel 2n Eken.Wir zählen die Kanten eines 4-dimensionalen Würfels: An jeder Eke gehen vierMONOID 102 8



Kanten aus und es gibt 16 Eken. Weil jede Kante aber 2 Eken hat, gibt es
16 · 4

2
= 32 Kanten.Wie viele Quadrate, also 2-dimensionale Würfel, gibt es im Rand des W 4? Zwi-shen je zwei Kanten an einer Eke ist ein Quadrat. Das heiÿt sehs Quadrategibt es an jeder Eke. Jedes Quadrat ist aber in vier Eken. Also gibt es

16 · 6
4

= 24 Quadrate.Genauso kann man sih überlegen, dass es
16 · 4

8
= 8 Randwürfel,die alle 3-dimensionale Würfel sind, im Rand vom W 4 gibt. Auh die sieht manin Abbildung 9. Der mittlere kleine Würfel und die sehs Würfel die an ihngrenzen (die sehen verzerrt aus) und der ganz groÿe Würfel auÿen als letzterWürfel. In Wirklihkeit sind diese Würfel alle gleih groÿ, genauso wie die sehsRandquadrate des 3-dimensionalen Würfels in Abbildung 10.Um den 4-dimensionalen Würfel noh besser zu verstehen, möhten wir ihndurh unser Raumland tauhen lassen. In Abbildung 6 links haben wir einen W 3mit einer Seiten�ähe zuerst durh Flähenland tauhen lassen. Dabei sah manvon einer Rihtung (oben�unten) von jeder der vier Kanten nur eine Eke undvon den anderen beiden Rihtungen sieht man die Kanten. Ganz analog verstehtman das Durhtauhen von einem 4-dimensionalen Würfel durh Raumland:Wenn wir mit einem Seitenwürfel zuerst eintauhen, sehen wir die gesamtenKanten von drei Rihtungen (vorne�hinten, rehts�links, oben�unten) und vonder ana�kata Rihtung sehen wir nur eine Eke. Wir sehen also einen normalen3-dimensionalen Würfel. Beim weiter durhshieben sehen wir immer nur einen3-dimensionalen Würfel. Die aht ana-kata Kanten werden zu jedem Zeitpunktvon unserem Raumland in einem Punkt geshnitten.In Abbildung 7 haben wir einen W 3 mit einer Eke zuerst durh Flähenlandtauhen lassen. Dabei sah man von jeder Kante, die von der speziellen Ekeausging, immer nur einen Punkt und deshalb ein Dreiek. Lassen wir einen W 4mit einer Eke zuerst durh Raumland tauhen, dann shneidet unser Raum-land immer vier Kanten in einem Punkt. Wir sehen einen Tetraeder der langsamgröÿer wird.Sollten also irgendwelhe seltsamen Gebilde plötzlih neben euh in der Luftauftauhen, dann: Kein Panik! Es sind bestimmt nur Hyperländer, die irgend-welhe Körper durh unser Raumland tauhen.Anmerkung:Das aktuelle Titelbild zeigt ein Kantenmodell eines 4-dimensionalen Oktaeders,9 MONOID 102



genauer gesagt, dessen Projektion auf die Umshlagsseite des MONOID -Hefts.Das Modell hat aht Eken, genauer vier Ekenpaare, die alle denselben Abstandzum Ursprung im R
4 haben und auf den vier Koordinatenahsen liegen. Je zweiEken sind mit einer Kante verbunden, auÿer die beiden Eken aus dem selbenEkenpaar. Alle Kanten sind gleihlang. Man erkennt darin vier 3-dimensionaleOktaeder, indem man jeweils ein Ekenpaar und alle davon ausgehenden Kanten(gedanklih) lösht.Die Eke für den Computer-FanDie Vermutung von D. A. Grave∗Bekanntlih ist die Zahl 2p−1−1 durh p teilbar, wenn p eine ungerade Primzahlist (Folgerung aus dem �kleinen� Satz von Fermat). Grave vermutete, dass

2p−1 − 1 jedoh nie durh p2 teilbar ist. Überprüfe die Vermutung von Gravefür alle Primzahlen unterhalb von 10 000. (nah H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 31. August 2010 einshiken, denn auh hierbei gibtes Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entsprehend dokumentieren durh Einsenden der Programm-Datei (am besten gezipptals E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernähsten Heft ersheinen.Ergebnisse zur Computer-Aufgabe ausMONOID 100Aufsummieren der QuadratzahlenAus den Quadratzahlen 12, 22, 32, ... bilden wir die Folge der Summen S1 = 12,
S2 = 12 + 22, S3 = 12 + 22 + 32, ...Dabei ist S1 o�ensihtlih wieder eine Quadratzahl. Untersuhe, ob es in derFolge dieser Quadratsummen S1, S2, S3, ... weitere Quadratzahlen gibt. (H.F.)Ergebnisse:Mit dieser Aufgabe beshäftigt haben sih Philipp Delhougne (Otto-Hahn-Shule Hanau), Alia'a und Shaima'a Ahmed Doma (beide Deutshe Shule derBorromäerinnen, Kairo), Janosh Gräf (GFG Wörrstadt) sowie Florian Shwei-ger (Gymnasium Marktoberdorf). Alle stellen fest, dass es nur die Lösungen
∗ Dmitrij Aleksandrowitsh Grave (1863 � 1939), zuletzt Professor an der UniversitätKiew; Arbeitsgebiete: Algebra und Zahlentheorie, angewandte Mathematik (theoretisheMehanik, Hydraulik, Erdmagnetismus).MONOID 102 10



S1 = 12 und S24 = 4900 = 702 gibt, allerdings bei Untersuhung untershied-lih langer Laufbereihe: Alia'a Ahmed Doma ist mit ihrem Tashenrehner bis
n = 200 gegangen, Philipp Delhougne mit OpenO�e Cal 3.0 bis n = 1000,Florian Shweiger mit einem Visual Basi-Programm bis n = 1 500 000 undJanosh Gräf mit einem Programm in C unter Linux bis n = 300 008 473 490,wofür Sn dann 34 Stellen hat.Man kann dabei iterativ vorgehen und gemäÿ der Rekursionsformel Sn = Sn−1+
n2 für n = 2, 3, 4, ... nah jedem Shritt prüfen, ob √

Sn eine ganze Zahl ist;man kann aber auh die Formel Sn = 1
6 · n · (n + 1) · (2n + 1) benutzen, dieleiht durh Induktion bewiesen werden kann, und damit die Überprüfung von√

Sn auf Ganzzahligkeit vornehmen.Anregung:Wie wäre es mit einer entsprehenden Untersuhung für das Aufsummieren derKubikzahlen 13, 23, 33, ... oder auh vierter, fünfter, ... Potenzen?Wer war's?von Hartwig FuhsAls Dozent der Mathematik führte der gesheiterte Geistlihe ein unau�älli-ges und ereignisloses Leben in einem provinziellen Universitätsstädthen, wo erals ein kontaktarmer, stotternder und unverheirateter Sonderling mit nur rehtbesheidenem beru�ihem Erfolg galt:Weder war er ein Mathematiker mit ei-genständigen Leistungen noh war er einguter Lehrer.Dieses für ihn gewiss frustrierende Da-sein lieÿ ihn in die Welt der Phantasie,der Träume und der Märhen �ühten.Als er dann seine Welt�uht in phanta-sievollen Geshihten niedershrieb undsie unter einem Künstlernamen veröf-fentlihte, fanden seine Shriften shnelleinen so groÿen Anklang, dass er baldweit über die Grenzen Englands berühmtwurde.Wer war es? Des Rätsels Lösung �ndet Ihr auf Seite 35.11 MONOID 102



Magishe QuadrateFabian Bildhauer und Ivan FreidenbergWas sind magishe Quadrate?Ein magishes Quadrat ist ein quadratishes Zahlenshema mit Grundseiten-länge n (n ∈ N), das die Zahlen von 1 bis n2 enthält. Diese Zahlen sind hierallerdings niht beliebig angeordnet, sondern nah einem bestimmten Muster:Die Summe der Zahlen in einer Zeile, Spalte und Diagonalen ist immer gleih.Hier sehen wir jeweils ein Beispiel für ein magishes Quadrat der Ordnung 3beziehungswweise 4:
4 9 2

3 5 7

8 1 6

16 3 2 13

5 10 11 8

9 6 7 12

4 15 14 1Zwei magishe Quadrate heiÿen äquivalent, wenn das eine aus Drehung bzw.Spiegelung des anderen entsteht. Wenn wir also ein magishes Quadrat gefun-den haben, können wir daraus mit Drehungen und Spiegelungen sieben weitereäquivalente magishe Quadrate erzeugen. Beispielsweise sind die folgenden bei-den magishen Quadrate äquivalent, da das zweite aus einer Drehung (nahlinks) und einer Spiegelung (an der horizontalen Ahse) des ersten entsteht.
4 9 2

3 5 7

8 1 6

4 3 8

9 5 1

2 7 6Die Summe der Zahlen in einer Zeile, Spalte oder Diagonalen, die bei einemmagishen Quadrat ja alle gleih sind, kann man folgendermaÿen berehnen: Dieeinzelnen Einträge eines magishen Quadrats der Ordnung n ergeben addiert
1 + 2 + ... n2 = n2(n2+1)

2 (Gauÿshe Summenformel).Diese Summe müssen wir nun noh durh n teilen (da wir ja niht die Summealler Zahlen, sondern nur die Summe der Zahlen in einer der n Zeilen suhen),und erhalten für die Zeilen-, Spalten- und Diagonalsummen:
Sn =

n(n2 + 1)

2
.Wie viele magishe Quadrate der Ordnung 1, 2, 3 gibt es?

n = 1 : Es gibt natürlih ein magishes Quadrat der Ordnung 1, nämlih 1.
n = 2 : Es gibt kein magishes Quadrat der Ordnung 2.MONOID 102 12



Beweis: Nehmen wir an, es gäbe eines mit
a b

c d
,wobei {a, b, c , d} = {1, 2, 3, 4}. Dann wäre die Summe der ersten Zeile gleihder Summe der ersten Spalte, also a + b = a + c =⇒ b = c . Dies ist einWiderspruh, da b und c vershieden sein müssen.

n = 3 : Es gibt nur ein magishes Quadrat der Ordnung 3 (bis auf Äquivalen-zen), nämlih:
4 9 2

3 5 7

8 1 6Beweis: Betrahten wir folgendes magishes Quadrat der Ordnung 3:
a b c

d e f

g h iMit der Summenformel erhalten wir:
S3 =

3 · (32 + 1)

2
= 15.Es gilt also: d + e + f = b + e + h = a + e + i = c + e + g = 15. Auÿerdemkennen wir die Summe aller Einträge: a + b + c + ... + i = 45. Ziehen wirnun die oberen Gleihungen naheinander von der unteren, langen Gleihungab, erhalten wir −3e = −15, also e = 5. Bis auf Äquivalenzen ist nun a = 1oder b = 1 (wäre zum Beispiel i = 1, müssten wir das Quadrat einfah zweimaldrehen und hätten a = 1). Der Fall a = 1 kann aber niht eintreten, denn dieSummen der Zahlen in der ersten Zeile, ersten Spalte und ersten Diagonalenmüssen alle 15 ergeben, es gibt aber nur zwei Summen, die 15 ergeben unddie 1 enthalten, nämlih 1 + 5 + 9 und 1 + 6 + 8, also ist b = 1 und damit

h = 9. Da die 8 niht in derselben Zeile bzw. Spalte wie die 9 stehen kann(sonst wäre die Summe dort gröÿer als 15), gilt bis auf Äquivalenzen a = 8oder d = 8. Da die 8 auf jeden Fall in einer Zeile oder Spalte mit der 1 stehenmuss (denn 1 + 6 + 8 = 15), gilt a = 8. Jetzt kann man leiht die übrigenEinträge naheinander folgern: i = 2, g = 4, d = 3, f = 7 und c = 6. Bis aufÄquivalenzen gibt es also nur ein magishes Quadrat der Ordnung 3.Wie kann man magishe Quadrate konstruieren?Wir shauen uns nun ein Verfahren an, mit dem man zunähst pseudomagisheQuadrate konstruieren kann (das heiÿt die Zeilen- und Spaltensummen stimmen13 MONOID 102



überein, die Diagonalsummen aber niht unbedingt). Dieses Verfahren wurdevon Simon de la Loubère im Jahr 1693 angegeben und liefert pseudomagisheQuadrate ungerader Ordnung n. Das Verfahren beinhaltet folgende Regeln:
• Wir wählen in einem n × n-Quadrat (n ungerade) eine beliebige Positionfür die 1 aus. Die Position der 2 be�ndet sih dann in der Zeile über undin der Spalte rehts von der 1. So fährt man dann auh fort mit der 3, 4,und so weiter.
• Immer wenn man dabei eine Zahl erreiht, die von n geteilt wird, wirddie nahfolgende Zahl in die gleihe Spalte eine Zeile tiefer geshrieben(erreiht man also zum Beispiel die 10 bei der Konstruktion eines 5 × 5-Quadrates, so wird die 11 in das Feld unter der 10 geshrieben). Danahgeht es wie oben beshrieben weiter, bis die nähste Zahl auftritt, die von

n geteilt wird.
• Wenn man irgendwann an einer Stelle auÿerhalb des Quadrats landet, wirdwieder an der gegenüberliegenden Seite angefangen. Müsste eine Zahl al-so eigentlih zum Beispiel in die (n + 1)-te Zeile geshrieben werden, soshreiben wir sie stattdessen wieder in die erste Zeile. Die Zeilennummerwird also durh ihren Rest bei Teilung durh n ersetzt, man sagt auh�n + 1 ist kongruent zu 1 modulo n�, Shreibweise: n + 1 ≡ 1 mod n.Man kann die Positionen der einzelnen Zahlen auh explizit mit einer Formelbestimmen. Dazu nummeriere man die Zeilen des Quadrates aufsteigend vonunten mit der 1 beginnend und die Spalten aufsteigend von links mit der 1beginnend (wihtig ist hier eigentlih nur, dass man aufsteigend nummeriert,aber wir beginnen der Einfahheit halber unten bzw. links mit der 1).Beispiel:

3

2

1

1 2 3Hat man nun für 1 den Platz (a, b) gewählt (a bezeihnet die Zeilen, b dieSpaltennummer), dann gilt für den Platz (xi , yi) der Zahl i :
xi ≡ a − 1 + i − 2 ·

⌊

i − 1

n

⌋

mod n

yi ≡ b − 1 + i −
⌊

i − 1

n

⌋

mod nErklärung der Formel:
xi ist die Zeilenkoordinate der Zahl i , yi ist ihre Spaltenkoordinate. Wirnehmen an, wir kennen die Koordinaten von i und wollen jetzt die Koor-dinaten von i + 1 heraus�nden. Wir müssen nun twei Fälle untersheiden.MONOID 102 14



Im ersten Fall wird i von n niht geteilt, also vergröÿern sih xi und yi um
1, wenn man von i nah i + 1 geht, denn ⌊

i−1
n

⌋

∗ ist für i genau so groÿwie für i + 1.Im zweiten Fall wird i von n geteilt. Das heiÿt ⌊ i−1
n
⌋ vergröÿert sih um

1, wenn man von i nah i + 1 geht und das heiÿt wiederum, dass dieZeilenkoordinate für i + 1 um 1 kleiner sein muss als für i (deshalb mussbei der Zeilenkoordinate in der Formel das zweifahe der Gauÿklammerabgezogen werden) und dass die Spaltenkoordinate unverändert bleibt.Um nun keine pseudo-, sondern rihtige magishe Quadrate zu erzeugen, verall-gemeinert man die obigen Formeln zunähst mit beliebigen natürlihen Zahlen
c , d , e, f . Zur Vereinfahung, wollen wir nun niht mehr die Zahlen von 1 bis
n2, sondern von 0 bis n2−1 im Quadrat anordnen, das heiÿt i wird in der obigenFormel durh i−1 ersetzt. Auÿerdem wollen wir auh die Platzkoordinaten stattvon 1 bis n von 0 bis n−1 laufen lassen (hier spielt es nun keine Rolle mehr, obvon oben oder unten beziehungsweise rehts oder links aus nummeriert wird).Insgesamt lautet die Verallgemeinerung man:

xi ≡ a + c · i + e ·
⌊

i

n

⌋

mod n

y1 ≡ b + d · i + f ·
⌊

i

n

⌋

mod nDiese Methode liefert nun ein magishes Quadrat (sogar ein diabolishes∗∗),wenn die Parameter c , d , e und f gewissen Teilerbedingungen genügen:1. ggT(cf − de, n) = 12. ggT(c , n) = ggT(e, n) = 13. ggT(d , n) = ggT(f , n) = 14. ggT(c + d , n) = ggT(e + f , n) = 15. ggT(c − d , n) = ggT(e − f , n) = 1Dieses Verfahren geht auf Derrik Norman Lehmer (1929) zurük. Das Ver-fahren von Simon de la Loubère ist ein Spezialfall des Lehmer-Verfahrens mit
c = d = 1, e = −2, f = −1. Der Beweis, dass das Verfahren von Lehmer un-ter den genannten Bedingungen ein magishes Quadtrat liefert kann in Sheid,H./Frommer, A. (2006): Zahlentheorie. Spektrum Akademisher Verlag, nah-gelesen werden.
∗ Die Gauÿklammer �⌊...⌋� bedeutet, dass das Ergebnis des Ausdruks innerhalb der Klam-mer auf die nähste kleinere ganze Zahl abgerundet wird.
∗∗ Diabolishe Quadrate sind magishe Quadrate, bei denen auh die Haupt- und Neben-diagonalen die gleihe Summe ergeben. 15 MONOID 102



Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisAlbreht Beutelspahers Kleines MathematikumMit seinem neuesten Buh �Albreht Beutelspahers Kleines Mathematikum�hat der Leiter des Gieÿener Mathematikums wieder mal den Nagel auf den Kopfgetro�en. Wie es bereits der Untertitel �Die 101 wihtigsten Fragen und Antwor-ten zur Mathematik� präzisiert, geht es um alltäglih auftauhende, aber darumniht weniger spannende Fragen rund um die Mathematik. Wer hat sih nihtshon Fragen gestellt, wie �Seit wann gibt es Mathematik?�, �Ist Mathematikeine Natur- oder eine Geisteswissenshaft?�, �Warum darf man niht durh nullteilen?�, �Warum gibt es nur fünf platonishe Körper?�, �Was bedeutet Wur-zel?�, �Wie groÿ ist die Chane, einen Sehser im Lotto zu tippen?�, �Wozusind Logarithmen gut?�, �Kann man alles beweisen?�, �Warum gibt es keinenNobelpreis für Mathematik?� oder �Können Auÿerirdishe unsere Mathematikverstehen?� Auf alle diese Fragen gibt Beutelspaher eine kurze und auh fürmathematishe Laien leiht verständlihe Antwort. Shön wäre gewesen, wenner diese kurzen Antworten um Literaturtipps ergänzt hätte, so dass jemand, beidem die gegebene Antwort weiteres Interesse gewekt hat, einen Anhaltspunktdafür erhalten hätte, wo er diese weiter vertiefen könnte. Aber auh ohne dieseErgänzungen ist dem Autor ein shönes Buh gelungen, das man immer wiedergerne zur Hand nimmt und das vor allem in keiner Shulbibliothek fehlen sollte.Die Erklärungen sind bereits für Fünftklässler sehr gut verständlih, werden aberauh ältere Shüler � und auh Lehrkräfte, die auf der Suhe nah einfahenund verständlihen Antworten für häu�ge Shülerfragen sind � begeistern.Fazit:Es handelt sih wieder einmal um kein Buh, das man komplett von vorne bishinten durhlesen wird, aber um eines, das man gerne immer wieder einmalaufshlagen wird, um sih in der einen oder anderen Antwort festzulesen.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh:Beutelspaher, Albreht: Albreht Beutelspahers KleinesMathematikum;Bek 2010, ISBN 3-406-60202-3, geb. 189 Seiten, 14,95 e.Art des Buhes: Sammlung kurzer Antworten auf diemeistgestellten Fragen zur MathematikMathematishes Niveau: leiht verständlihAltersempfehlung: ab 11 JahrenMONOID 102 16



Lösungen der Mathespielereienaus MONOID 101Für die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Wahr oder falsh?Es sei Z das Produkt der ersten fünf Primzahlen. Dann ist 1
5Z die Anzahl dernatürlihen Zahlen, die ≤ 2010 sind und die mindestens eine Zi�er 0 in ihrerDezimaldarstellung haben. Tri�t das zu? (H.F.)Lösung:Folgende Zahlen enthalten die Zi�er 0:

10,... , 90 ⇒9 Zahlen
a00, a01,... , a09, a10,... , a90 mit a = 1, 2, ... , 9 ⇒9 · 19 Zahlen

1000,1001,... ,1099 ⇒100 Zahlen
1a00,1a01,... ,1a09,1a10,... ,1a90 mit a = 1, 2, ... , 9 ⇒9 · 19 Zahlen
2000,2001,... ,2010 ⇒11 ZahlenInsgesamt hat man 462 = 1

5Z Zahlen.Ein Streihholz-ProblemKannst Du die neun Streihhölzer der Figur soanordnen, dass Du drei Viereke erhältst? (gefunden H.F.)Lösung:
Eine vollbefriedigende Erklärung?Erih Bisho�, der Erforsher der Kabbalah∗, hat im Vorwort seines BuhesMystik und Magie der Zahlen geshrieben: �Ih wenigstens kenne keine vollbe-
∗ Die Kabbalah (auh Kabbala) ist die mystishe Tradition des Judentums, begründet a.im 1. Jahrhundert n. Chr. 17 MONOID 102



friedigende Erklärung dafür, warum jede ungerade Zahl (von 3 ab), mit sihselbst multipliziert, stets ein Vielfahes von 8 mit 1 als Rest ergibt.�Stimmt dieser Sahverhalt überhaupt? Dann liefere bitte eine �vollbefriedigendeErklärung� in Form eines Beweises dafür, sonst gib ein Gegenbeispiel an. (MG)Lösung:Wir shreiben für die ungerade Zahl 2n + 1 mit n ∈ N. Dann gilt
(2n + 1)2 = 4n2 + 4n + 1 = 4n(n + 1) + 1.Da nun entweder n oder n+1 gerade ist, und somit auh das Produkt n ·(n+1),ist 4n(n + 1) durh 8 teilbar.Damit ist � jede ungerade Zahl [...℄ mit sih selbst multipliziert, stets ein Viel-fahes von 8 mit 1 als Rest�. (MG und Sebastian T. Henn, Magdeburg)Dieters Digitaluhr Dieters Uhr hat eine Digitalanzeige (24 Stunden). Siegeht 2 1

2 -mal so shnell wie sie sollte. Wann zeigt siezum ersten Mal wieder die korrekte Uhrzeit, wenn siejetzt um 0.00 Uhr exakt gestellt wird? (WJB)Lösung:In x Stunden geht Dieters Uhr 2,5 · x Stunden weiter. Da x = 2,5 · x für x > 0niht möglih ist, muss 2,5 · x > 24 gelten. Die Gleihung 2,5 · x = x + 24 hatdie Lösung x = 16.Um 16 Uhr auf Dieters Uhr ist es 2,5 ·16 = 40 Stunden, das heiÿt einen ganzenTag und 16 Stunden, später.Bennies BüherBennie steht vor dem Shaufenster einerBuhhandlung. Er überlegt: �Wenn ihdieses Buh zweimal kaufe, brauhe ihgenau so viele Euro dafür wie Cent fürein Buh und doppelt so viele Cent wieEuro für ein Buh.�Wieviel kostet das Buh? (WJB)Lösung:Brauht man für ein Buh a Euro und b Cent, also 100a+ b Cent und für zweiExemplare b Euro und 2a Cent, das heiÿt 100b+2a Cent, so gilt: 2·(100a+b) =
100b + 2a, beziehungsweise 198a = 98b, also 99a = 49b. Die einzige positiveMONOID 102 18



Lösung mit ganzzahligen a und b (b < 100) ist a = 49, b = 99. Das Buhkostet also 49,99 Euro.Gleihseitige Dreieke im Trapez
60

◦

A B

CD

S

Im gleihshenkligen Trapez ABCD mit AB ‖
DC sei S der Diagonalenshnittpunkt; fernersei |∢BAC | = 60◦. Dann sind die Dreieke
△ABS und△CDS beide gleihseitig. Du siehstes � kannst Du es auh begründen? (H.F.)Hinweis: |∢BAC | bezeihnet die Gröÿe desWinkels ∢BAC .Lösung:Das Trapez ABCD ist ahsensymmetrish: Die Symmetrieahse ist orthogonalzu den Seiten AB und DC und geht durh den Mittelpunkt von AB und denMittelpunkt von DC . Aus Symmetriegründen liegt dann der Punkt S auf derSymmetrieahse. Daraus folgt: Die Dreieke △ABS und △CDS sind ahsen-symmetrish. Also gilt auh |∢ABS | = |∢BAC | = 60◦ und wegen der Winkel-summe im Dreiek ist |∢ASB| = 60◦. Somit ist das Dreiek △ABS gleihseitig.Weil nun ∢CSD und ∢ASB Sheitelwinkel sind, sind sie gleih groÿ und mitder Ahsenparallelität des Dreieks△DSC folgt die Behauptung wie im Dreiek

△ASB.Wiederherstellung einer DivisionRekonstruiere die Division, indem Duin der Figur jeden Stern ∗ durh ei-ne Zi�er so ersetzt, dass eine rihtigeDivision entsteht, bei der keine füh-rende Zi�er eine Null ist. (H.F.) ∗ ∗ ∗ ∗ : ∗ ∗ = ∗ ∗
− ∗ ∗

2 ∗
− ∗ ∗

2Lösung:Mit Buhstaben anstelle von ∗:
A B C D : E F = G H

− J K
2 D

− L M
2Aus ABC − JK = 2 folgt A = 1 und ABC = 100, JK = 98 oder ABC = 101,

JK = 99.Fall 1: Es seien ABC = 100 und JK = 98. Aus JK = 98 = 2 · 7 · 7 folgt
EF ·G = 2 · 7 · 7. Die zweizi�rigen Teiler EF von 98 sind 14, 49 und 98. Wegen
EF · H < 2D < 29 ist EF = 14 und wegen EF · G = 98 ist G = 7. Aus
2D − LM = 2D − H · EF = 2D − H · 14 = 2 folgt H = 1 oder H = 2. Wäre19 MONOID 102



H = 1, so folgte aus 2D − 14 = 2, dass 2D = 16 wäre; wäre H = 2, so folgteaus 2D − 28 = 2, dass 2D = 30 wäre. Also ist der Fall ABC = 100 nihtmöglih.Fall 2: Es seien ABC = 101 und JK = 99. Aus JK = 99 = 3 · 3 · 11 folgt
EF ·G = 3 ·3 ·11. Die zweizi�rigen Teiler EF von 99 sind 11, 33 und 99. Wegen
EF ·H < 2D < 29 ist EF = 11 und H = 1 oder H = 2. Wäre H = 1, so folgteaus 2D −H ·EF = 2D − 11 = 2, dass 2D = 13 wäre. Also ist H = 2, LM = 22und D = 4 wegen 2D − 2 · 11 = 2. Damit lautet die Division: 1014 : 11 = 92Rest 2. Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Warteshlange Stell Dir vor, Du stehst in Deinem Lieblingsfreizeitparkseit 10 Minuten an Deiner Lieblingsahterbahn an, alsDu die Noh-20-Minuten-Warten-Marke erreihst. Indem ira 1m breiten Gang herrsht ein reges Gedrän-ge, als Du den bereits vierten und letzten Ahterbahn-zug für diese Minute an Dir vorbei raushen siehst. Duregistrierst die fünf Wagons mit jeweils vier Personen,wie sie direkt auf den doppelten Looping zurasen undfragst Dih:a) Wieviele Menshen stehen noh maximal vor Dir?b) Wie weit ist es noh, wenn sih die Breite des Gangs niht ändert und sihdurhshnittlih vier Personen auf einen Quadratmeter zusammendrängen?(B.B.)Zerlegung einer MengeEine Menge M enthalte lauter vershiedene natürlihe Zahlen, darunter auhdie Zahlen 1, 2, 3, 4.Kannst du nun M so in zwei Teilmengen A und B zerlegen, dass gilt:Weder in A noh in B kann man zwei Zahlen �nden, deren Summe eine Primzahlist? (H.F)Quadratzahlen mit den Endzi�ern 44Es gibt unendlih viele Quadratzahlen mit den Endzi�ern 44. Stimmt das?(H.F.)MONOID 102 20



Flähenumwandlung in ein Quadrat
Wandle die nebenstehende Figur in ein �ähengleihesQuadrat um. (A.K.)

aa

a a

2a

2a

2a

2a

Gleihe Abstände
�
�
�
�

��
��
��
��

g

A BM

Wenn man durh den Mittelpunkt M einerStreke AB eine beliebige Gerade g 6= ABlegt, dann haben A und B den gleihen Ab-stand von g . Du siehst es � kannst du es auhbegründen? (H.F.)Der BüherwurmMathis hat auf dem Speiher seines Groÿvaters eine sehr altevierbändige Ausgabe von �Gullivers Reisen� entdekt. Er stelltsie in seinem Zimmer nah Bandnummern geordnet auf einRegal und zeigt sie seinem Freund Matheo. Dieser bemerkt,dass sih ein Büherwurm von der ersten Seite von Band 1bis zur letzten Seite von Band 4 geradlinig, horizontal durhdie Büher gefressen hat.Einige Tage später überrasht Matheo seinen Freund mit der Frage: �Wie langist wohl das Wurmloh?� Mathis antwortet: �Selbst, wenn du weiÿt, dass jedesBuh samt seinen Dekeln 4 cm und ein Buhdekel 0,5 cm dik ist, kannst duseine Länge vermutlih niht berehnen. � Ih aber kann es!� Warum ist dasso? (H.F.)Ursulas Uhren Ursula hat zwei Uhren. Eine davon geht genau, die anderepro Stunde fünf Minuten zu shnell. Um 6 Uhr stellt Ursulabeide Uhren gleih ein.Wann ist der Minutenzeiger der shnellen Uhr zum zweitenMal an der gleihen Stelle wie der Stundenzeiger der genauenUhr? (WJB)21 MONOID 102



Mainzer Mathematik-Akademie26. August � 29. August 2010Alle Shülerinnen und Shüler der Klassenstufen 10�13 sind herzlih eingeladen,sih zur MMA anzumelden, die vom 26.08�29.08 an der Universität Mainzstatt�ndet.Ablauf der AkademieDo., 26.08. Anreise (bis 18 Uhr) und KennenlernabendFr./Sa., 27/28.08. Kurse in Arbeitsgruppen; Rahmenprogramm, betreutvon Studierenden (zum Beispiel: Stadtführung)So., 29.08. Präsentation und Abreise (ab 14 Uhr)Ein genauerer Terminplan wird bei der Anmeldung bekannt gegeben.Kurse
• Knoten: Lässt sih in verformen? Kann man Knoten miteinandermultiplizieren? Sogar �prime� Knoten �nden und eine Primfaktorzerlegungeines jeden Knotens durhführen?
• Platonishe Körper im n-dimensionalen Raum: Tetraeder, Würfel, Okta-eder, Ikosaeder und Dodekaeder � gibt es so etwas auh in höheren Di-mensionen?
• Invarianten: Beim �Boss-Puzzle� sind 15 Steine in einemquadratishen Rahmen vershiebbar angeordnet, ein Feldist frei. Ist es bei jeder Ausgangslage möglih, die Steinein die rihtige Reihenfolge zu bringen? Kann man mit ähn-lihen Tehniken verwandte Fragestellungen behandeln? 7 3 2 13

5 10 11 8

9 6 12

4 15 14 1UnterbringungJugendtagungsstätte Don Boso Haus, Am Fort Gonsenheim 54, 55122 MainzKostenEs entstehen lediglih die Kosten für die Anfahrt sowie ein Paushalpreis von40e. Die übrigen Kosten übernehmen der Verein der Freunde der Mathematikder Universität Mainz sowie die Telekom-Stiftung.AnmeldungBitte sende eine E-Mail an freunde�mathematik.uni-mainz.de, in der DuNamen, Anshrift, E-Mail-Adresse, Shule und Klassenstufe angibst und kurzshilderst, was Dih an Mathematik fesselt.Die MMA wird gefördert von ,MONOID 102 22



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 994: Wo stekt der Fehler?
√

x2 + 2x + 1 − x = 5
√

(x + 1)2 − x = 5

x + 1 − x = 5

1 = 5Also L = ∅.Aber: x = −3 ist eine Lösung der Gleihung, wie man durh Einsetzen feststellenkann.Wo stekt der Fehler? (Helmut Ramser)Aufgabe 995: 2010 < 1?Es sei N = 1 + 2 + 3 + 4 + .... Wenn Du auf der rehten Seite dieser Gleihungalle Summanden wegstreihst, die keine Vielfahen von 2010 sind, erhältst Du:
N ′ = 2010 + 2 · 2010 + 3 · 2010 + 4 · 2010 + .... Hieraus sieht man zweierlei:1. N ′ < N und2. N ′ = 2010(1 + 2 + 3 + ...) = 2010N .Was zu folgendem Shluss führt: 2010N < N , was nah Division durh Nshlieÿlih 2010 < 1 ergibt! Wo liegt der Fehler? (H.F.)Aufgabe 996: Wahr oder falsh?Es gibt unendlih viele natürlihe Zahlen mit genau 2010 Teilern. Stimmt das?(nah H.F.)Aufgabe 997: Keplershes Gesetz ohne GravitationDiana hat den Artikel über die Keplershen Gesetze in Monoid-Heft 100 gelesen.Sie behauptet nun: �Wenn plötzlih die Gravitation zwishen der Sonne undden Planeten wie mit einem Shalter ausgeshaltet würde und die Planeten sihniht länger auf Bahnen bewegen würden, dann würde das zweite KeplersheGesetz trotzdem noh gelten.� � Peter entgegnet: �Das kann doh gar nihtsein!�Wer von beiden hat reht?Bemerkung: Nah dem Abshalten der Gravitation �iegt der Planet mit der Geshwindigkeitin der aktuellen Rihtung, die er im Moment des Abshaltens hat, weiter. (MG)

23 MONOID 102



Aufgabe 998: Fibonai in EhternahDen Hintergrund zu dieser Aufgabe �ndet Ihr im Artikel Fibonai in Ehternahdargestellt auf Seite 31.a) Zeige, dass die Rekursion xn+1 = xn + xn−1 Lösungen der Form xn = Arnbesitzt und bestimme die möglihen Werte r1, r2 (dabei sei r1 der gröÿereWert).b) Bestimme A und B so, dass Arn
1 + Brn

2 = Fn mit n = 0, 1, 2, ..., wobei Fn,
n ≥ 0, die Fibonai-Folge ist.

⋆) Sei an = F0 + F1 + ... + Fn−1 und bn = a0 + a1 + ... an−1. Zeige, dass an

Fnund bn

an
konvergieren und bestimme die Grenzwerte.∗ (WJB)Aufgabe 999: Groÿe TiereHeute war Kim mit ihrer Klasse im Naturhysterishen Museum und hat dorteine Führung über Tiere der Urzeit gehört. Der Führer hat unter anderem er-zählt, dass Tiere, die in der Kälte leben, beispielsweise während der Eiszeit, imVergleih zu Verwandten, die in der Wärme leben, beispielsweise während derWarmzeiten, gröÿer seien: �Auh die groÿe Körpergröÿe ist ein guter Shutzvor der Kälte. Denn groÿe Tiere haben im Verhältnis zur Körpergröÿe relativwenig Ober�ähe, also Haut, an der sie Wärme abgeben. Bei kleineren Tierenist dieses Verhältnis shlehter.� So wurde ihnen erklärt. Diese Erklärung desFührers klang plausibel, doh Kim möhte es ganz genau wissen � und rehnetes selbst nah.Führe auh eine entsprehende Rehnung aus. Die Tiere darfst Du dabei alsgeometrishe Körper (Würfel, Kugel, ...) annehmen. Berehne das Volumenund Ober�ähe in Abhängigkeit der Körpergröÿe und vergleihe die Quotienten!(MG)Aufgabe 1000: Zum JubiläumZu unserem Jubiläum, der 1000. Aufgabe, die wir Euh bei den �Neuen Aufga-ben� stellen, gibt es folgendes Gleihungssystem:

998x + 999y = 1000

999x + 1000y = 1001a) Bestimme die Lösung dieses Gleihungssystems.b) Addiere nun zum ersten Koe�zienten der ersten Gleihung 1
1000 . Dadurhändert sih die Lösungsmenge shlagartig � das Gleihungssystem hat näm-lih plötzlih keine Lösung mehr. Rehne dies nah und gib eine geometri-she Erklärung! (MG)

∗ Dieser Aufgabenteil �ieÿt niht in die reguläre Punktwertung mit ein. Siehe hierzu auhdie Mitteilungen.MONOID 102 24



Gelöste Aufgaben aus MONOID 101Klassen 8�13Aufgabe 987Löse die Gleihung
√

(x + 2009) + (x − 2009) + x · 2009 + x : 2009 = 2010 (H.F.)Lösung:
√

(x + 2009) + (x − 2009) + x · 2009 + x : 2009 = 2010
√

2011x + x
2009 = 2010 | quadr.

2011x + x
2009 = 20102 | ·2009

4040099x + x = 20102 · 2009
4040100x = 20102 · 2009 |: 4040100

x = 20102
·2009

4040100Die Lösung der Gleihung ist also x = 2009.(Kim Vetter, Klasse 10, Alfred-Delp-Shule, Hargesheim)Aufgabe 988: UmfängeEin Kreis K1 mit dem Radius r1 berührt einenzweiten Kreis K2 mit dem Radius r2 von au-ÿen. Die Vereinigungs�gur K1∪K2 berühre denKreis K3 von innen. Es hat den Anshein, alssei der Umfang der Figur K1 ∪ K2 kleiner alsder Umfang des Kreises K3.Stimmt das? (H.F.) r1 r2

K3

K1
K2

Lösung:Der Radius des Kreises K3 ist r = 1
2 (2r1 +2r2) = r1 + r2. Daher ist der Umfangdes Kreises K3 2π(r1 + r2); der Umfang der Figur K1 ∪ K2 ist 2πr1 + 2πr2.Deshalb sind die Umfänge von K3 und von K1 ∪ K2 gleih groÿ.Aufgabe 989: FundsaheFolgender Dialog stammt aus einem Internethat:∗(15:12:00) Flo: �Auf einer Wanderkarte im Maÿstab 1:25000 habenzwei benahbarte 20-m-Höhenlinien einen Abstand von 6mm.� Wennih ein rehtwinkliges Dreiek zeihne, um den Anstiegswinkel zu be-rehnen, welhe Seite ist dann die mit den 6mm Abstand?

∗ Es ist traurig aber wahr! Solhe Mathematiklehrer sind allerdings siher die Ausnahme.25 MONOID 102



(15:12:16) Frankie: ?(15:12:57) Flo: War heute in Mathematik zur Diskussion und unserLehrer wusste es niht, also dahte ih, du wüsstest es vielleiht.(15:13:16) Frankie: Der Mathematiklehrer wusste es niht?! OMG!(15:14:45) Frankie: Wie kann man so was niht wissen? Als Mathe-matiklehrer?(15:15:20) Flo: Der weiÿ auh die Formel für das Volumen einer Py-ramide niht aus dem Kopf, sondern gukt ins Tafelwerk.(15:15:41) Frankie: OMG!Traurige Zustände � aber für MONOID-Löser siher kein Problem. Deshalb diefolgenden Aufgaben, um Flo und seinem Lehrer zu helfen:a) Berehne den Steigungswinkel sowie die Steigung in Prozent.b) Welhe Streke legt ein Wanderer auf dem Weg tatsählih zurük?(MG)Lösung:a) Sei y die tatsählihe horizontal gemessene Entfernung. Dann ist
1 mm

25000mm = 6 mm
y

=⇒ y = 6 mm·25000 mm
1 mm = 150000 mm = 150 m.Damit entspriht der Steigungswinkel ϕ = arctan

(

20 m
150 m

)

= arctan
(

2
15

)

≈
7,6◦.
tan(ϕ) = 20 m

150 m = 2
15 , wodurh sih ϕ zu etwa 7,6◦ ergibt.Für die Steigung gilt m = HöhenuntershiedHorizontalentfernung = 20 m

150 m
≈ 0, 13. Pro 100 m istdies ein Höhenuntershied von etwa 13 m, die Steigung beträgt also etwa

13%.b) Aus dem Satz des Pythagoras lässt sih der tatsählihe Wanderweg sberehnen (sofern er wirklih gerade verläuft):
s =

√

202 + 1502 =
√

22900 ≈ 151,3.Ein Wanderer muss also 151,3 m laufen.Aufgabe 990: Wahr oder falsh?Drei 1-e-Münzen werden geworfen. Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dassnah dem Wurf drei gleihe Bilder � also dreimal �Adler� oder dreimal �Zahl�oben liegen?Da nah dem Wurf stets zwei oder drei Münzen das gleihe Bild zeigen, ent-sheidet die dritte Münze, ob drei gleihe Bilder zu sehen sind oder niht. Daes für das oben liegende Bild der dritten Münze nur zwei Möglihkeiten gibt,ist also die Wahrsheinlihkeit 1
2 dafür, dass bei der dritten Münze das gleiheBild oben liegt wie bei den beiden anderen. Also: Mit der Wahrsheinlihkeit 1

2zeigen alle drei Münzen das gleihe Bild.Stimmt das? (H.F.)MONOID 102 26



Lösung:
M1, M2, M3 seien die drei Münzen und A (Adler) und Z (Zahl) seien die nahdem Wurf oben liegenden Bilder. Dann sind folgende aht Wurfergebnisse mög-lih und gleihwahrsheinlih:

M1 A A A Z A Z Z Z

M2 A A Z A Z A Z Z

M3 A Z A A Z Z A ZBei zwei von diesen aht Möglihkeiten liegt dreimal das gleihe Bild oben,nämlih AAA sowie ZZZ . Die Wahrsheinlihkeit dafür ist 2
8 und dies ist 6= 1

2 .Die Behauptung ist also falsh. Die Argumentation berüksihtigt die Wahr-sheinlihkeiten der vorherigen Münzwürfe niht und kommt daher zu einemfalshen Ergebnis.Aufgabe 991: Ein symmetrishes GleihungssystemBestimme alle reellen Lösungen (x , y , z) des Gleihungssystems:
x + y + 1

z
= 3

y + z + 1
x

= 3

z + x + 1
y

= 3 (M. Mettler)Lösung:Man multipliziert jede der gegebenen Gleihungen mit dem jeweils in ihr vor-kommenden Nenner. Man erhält so:(1) xz + yz + 1 = 3z;(2) yx + zx + 1 = 3x ;(3) zy + xy + 1 = 3y .Subtrahiert man (2) von (1), so folgt y(z − x) = 3(z − x) also z = x oder
y = 3. Analog folgt aus (3)− (2), dass x = y oder z = 3; sowie aus (1)− (3),dass y = z oder x = 3.Wären x , y und z paarweise vershieden, dann folgte aus x 6= y und y 6= z,dass x = 3 und z = 3 im Widerspruh zur Annahme x 6= z.Es bleiben also zwei Fälle:1. Fall: Genau zwei der Zahlen x , y und z sind gleih.Wegen der Symmetrie des Gleihungssystems in x , y und z darf man zumBeispiel x = y und y 6= z annehmen. Aus y = z oder x = 3 folgt dann wegen
y 6= z, dass x = 3 und daher auh y = 3 ist.Dann aber ergibt sih aus (3), dass z = − 1

3 ist. Mit dem möglihen Lösungstri-pel (

3, 3,− 1
3

) folgt aus der Symmetrie des Gleihungssystems, dass dann auh
(

3,− 1
3 , 3

) und (

− 1
3 , 3, 3

) Lösungskandidaten sind.27 MONOID 102



2. Fall: x = y = z. Setzt man in Gleihung (1) x = y = z ein, so erhält man zumBeispiel die quadratishe Gleihung 2x2 − 3x + 1 = 0 mit den Lösungen x = 1und x = 1
2 . Folglih sind (1, 1, 1) und (

1
2 , 1

2 , 1
2

) zwei weitere Lösungskandidaten.Die Probe bestätigt, dass alle fünf gefundenen Lösungskandidaten wirklih Lö-sungen des Gleihungssystems sind. Es sind sogar die einzigen Lösungen!Aufgabe 992: Shranken für ZahlenfolgeEs sei (Sn) eine Folge, mit Sn = 1
n+1 + 1

n+2 + ... + 1
3n+1 , n = 1, 2, 3, ...Zeige, dass (Sn) eine monoton steigende Zahlenfolge ist (das heiÿt, es gilt

Sn > Sn−1 für alle n), für die 1 < Sn < 2, mit n = 1, 2, 3, ... gilt. (H.F.)Lösung:1. Wegen S1 = 1
2 + 1

3 + 1
4 = 13

12 ist S1 > 1.2. Wir zeigen, dass (Sn) eine monoton wahsende Folge ist, also Sn > Sn−1gilt für jedes n ≥ 1.
Sn − Sn−1 = 1

n+1 + 1
n+2 + ... + 1

3n
+ 1

3n+1 − 1
n
− 1

n+1 − 1
n+2 − ... − 1

3n−2

= 1
3n−1 + 1

3n
+ 1

3n+1 − 1
n

> 0,weil 1
3n−1 + 1

3n
+ 1

3n+1 = 27n2
−1

3n(3n−1)(3n+1) > 27n2
−3

3n(9n2
−1) = 1

n
> 0.3. Da alle Summanden in Sn kleiner oder gleih 1

n+1 sind und ihre Anzahl
2n + 1 beträgt, gilt: Sn < (2n + 1) · 1

n+1 < 2n+2
n+1 = 2. Interessanterweisewerden also immer mehr Zahlen addiert, aber trotzdem bleibt die Summeimmer kleiner als 2.Aufgabe 993: Tagungslogo Im März 2010 fand in Mün-hen die gemeinsame Tagungder Deutshen Mathematiker-Vereinigung und der Gesell-shaft für Didaktik der Ma-thematik statt. Das Logo die-ser Tagung kannst Du auf demBild sehen. In diesem Logokannst Du eine Gerade undeine Parabel erkennen, derenSymmetrieahse in guter Nä-herung senkreht steht.a) Stelle die Funktionsgleihungen f (x) der Parabel und g(x) der Geradenauf und bestimme daraus den Shnittpunkt beider Graphen. Wähle hierzuauf den Ahsen den Maÿstab 1 LE = 1 m.MONOID 102 28



b) Bei dem Gebäude, welhes im Logo angedeutet ist, beträgt der Höhen-untershied zwishen Dah und Turmspitze etwa 41m. Die Türme sindjeweils etwa 98,5m hoh. Wie hoh wäre die Parabel, wenn sie wirklih soüber das Gebäude gebaut würde?) Zusatzfrage: Kennst Du auh das Gebäude, welhes im Logo angedeutetist? (MG)Lösung:a) Die Parabel hat den Sheitelpunkt S(2,5/3,0). Damit ergibt sih der Ansatz
y = a(x − 2,5)2 + 3. Da die Parabel durh den Ursprung geht, berehnetsih der Strekungsfaktor wegen 0 = a(0 − 2,5)2 + 3 = 6,25a + 3 zu a =
−0,48 ≈ −0,5. Die Parabelgleihung ist also f (x) = −0,5(x − 2,5)2 + 3.Die Geradengleihung lässt sih ablesen als g(x) = 1

6x + 1,9.Für die Shnittpunkte gilt −0,5(x − 2,5)2 + 3 = f (x) = g(x) = 1
6x + 1,9,also − 1

2x2 + 5
2x − 3,125 = 1

6x + 1,9.Quadratishe Ergänzung liefert die Shnittstellen x1 ≈ 1,2 und x2 ≈ 3,5.Einsetzen in die Geradengleihung liefert die Shnittpunkte S1(1,2/2,1)und S2(3,5/2,5).Bemerkung: Je nah Ablesegenauigkeit zur Bestimmung der Funktionsglei-hungen, können die Zahlenwerte minimal abweihen.b) Der Höhenuntershied von 41m entspriht in der Abbildung einem Un-tershied von 1,5 m. Der Sheitelpunkt wiederum ist 1,0 m oberhalbder Turmspitzen. Der Parabelbogen würde also 1,0 cm · 41 m
1,5 cm ≈ 27,3müber die Turmspitzen hinausragen und hätte somit eine Gesamthöhe von

98,5 m + 27,3m = 125,8m.) Das angedeutete Gebäude ist der Dom zu Unserer Lieben Frau, umgangs-sprahlih meistens Frauenkihe genannt, in Münhen. � Übrigens dürfteder Parabelbogen so gar niht gebaut werden, da die Stadtverwaltung imStadtzentrum innerhalb des Mittleren Rings keine Gebäude mit einer Höhevon über 100 Metern erlaubt, und auh auÿerhalb dieses Rings seit No-vember 2004 vorläu�g keine höheren Gebäude im Stadtgebiet mehr gebautwerden dürfen.Errata zu Heft 101
• Aufgabe 982dWenn drei Zi�ern gleih sind, gibt es 10 ·9 Möglihkeiten, die beiden in derPIN vorkommenden auszuwählen und vier Möglihkeiten, diese anzuordnen(die eine könnte an erster, zweiter, dritter oder vierter Stelle stehen, mahtvier Stüke). Insofern ergibt sih als Nenner 10 · 9 · 4, also 360.29 MONOID 102



• Aufgabe 984: SpareinlageDie im Heft 101 abgedrukte Lösung, die niht vom Aufgabensteller stammt,ist falsh. Die korrekte Lösung lautet:a) Nah der Verzinsung für 2009 beträgt das Guthaben
0,01e · 1,032009+81 = 0,01e · 1,032090 ≈ 6,758 · 1024

e.Das sind fast 6,8 Quadrillion Euro (oder 6,8 Yotta-Euro).b) Zum Zeitpunkt, da Caesar Millionär wird, gilt 0,01e · 1,03n+81 =

106
e, resp. 108 = 106

e

0,01e = 1,03n+81.Nah dem Übergang zum Logarithmus folgt lg
(

108
)

= lg
(

1,03n+81
)

=
(n + 81) · lg (1,03).Damit ist n =

lg(108)
lg(1,03) − 81 ≈ 623,2 − 81 = 542,2 und nah derVerzinsung am 31. Dezember 543 wäre Caesar Millionär. (MG)

• Aufgabe 986: WandererHier fehlte die Lösung zu Aufgabenteil b, der hier nahgereiht wird:b) Für die Gesamtstreke s = AC benötigt der Fuÿgänger die Zeit t = s
v
,der Radfahrer ohne Ruhepause T = s

V
= s

a cot v
, mit Berüksihtigungder Ruhepause R = 20 Min., also t = T + R . Es ist also s

v
= s

V
+ Rund somit s = Rva

a−1 für die Gesamtstreke und t = s
v

= Ra
a−1 für diebenötigte Zeit.In eigener SaheNah einem langen Zeitraum der Preisstabilität � zuletzt wurde der Preis für einJahresabo im Zuge der Währungsumstellung auf den nähst gröÿeren glattenEuro-Betrag aufgerundet � sind wir gezwungen, den Preis für ein Jahresaboauf 10e anzuheben. Die bislang erhobenen Beiträge deken gerade die Kostenfür Druk und Versand. Die inhaltlihe Arbeit erfolgt ehrenamtlih, Personal-kosten fallen aber für die Erstellung der Hefte, Korrekturen der eingesandtenLösungen und P�ege des Internetauftrittes an. Diese hat bisher das Institut fürMathematik der Universität Mainz als Herausgeber allein getragen; aufgrundvon Mittelknappheit müssen wir die Leser hier zukünftig mitbeteiligen.Darüber hinaus bitten wir um Spenden für den Fortbestand von MONOID. Diesekönnen erfolgen auf das Konto der Freunde der Mathematik. Bitte senden Siehierzu eine kurze E-Mail an freunde�mathematik.uni-mainz.de � wegenMissbrauhsgefahr können wir die Kontoverbindung hier leider niht abdruken.Selbstverständlih erhalten Sie eine Spendenquittung und können den Betragsteuerlih absetzen.Wir bitten unsere Leser um ihr Verständnis.MONOID 102 30



Fibonai in Ehternahvon Wolfgang J. BühlerFibonai∗ hat um 1200 ein Modell für das Wahstum einer Kaninhenpopula-tion beshrieben. Dies führte zur Folge (von Populationsgröÿen) F0, F1, F2, ...mit F0 = F1 = 1 und Fn+1 = Fn + Fn−1, n = 1, 2, 3, ... Diese Folge heiÿtFibonai-Folge und beginnt mit 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... Inzwishen kennt manviele Beispiele, in denen diese Folge auftritt. Ih möhte hier ein weiteres dieserBeispiele vorstellen.Politiker und Journalisten beziehen sih gelegentlih auf die Ehternaher Spring-prozession∗∗, um darauf hinzuweisen, dass eine Sahe zu zögerlih angegangenwird. Sie beshreiben diese Prozession dann oft mit �zwei Shritte vor, einerzurük�.Wir nehmen also an, ein Teilnehmer an der Prozession mahe abwehselnd einenSprung um zwei Shritte nah vorn und einen Sprung um einen Shritt zurük.Dann sei Pn seine Position nah n Sprüngen (ausgehend von P0 = 0) und Tndie Anzahl der Sprünge, die er brauht, um zum ersten Mal die Position n zuerreihen (oder zu überspringen). Beide Folgen können wir leiht angeben:Positionen Pn: 0, 2, 1, 3, 2, 4, 3, 5, 4, ...Sprungzahlen Tn: 0, 1, 1, 3, 5, 7, 9, 11, ...Man kann sih überlegen, dass Pn

n
−→ 1

2 und Tn

n
−→ 2.Nah einem (von mir erfundenen) Gerüht sollte Fibonai auf Geheiÿ des Kai-sers an der Springprozession teilnehmen. Er hat aber wegen seiner fehlendenKenntnis der luxemburgishen Sprahe die Anweisungen niht rihtig verstan-den und meinte, er müsse vor jedem Sprung mit Wahrsheinlihkeit je 1

2 ent-sheiden, für je zwei Shritte vorwärts oder einen Shritt zurük. Damit wird
Pn = X1 + X2 + ... Xn, wobei die Xj , j = 1, 2, ... unabhängige Zufallsvaria-blen sind, mit P(Xj = 2) = P(Xj = −1) = 1

2 , also mit Erwartungswert
EXj = 1

2 · 2 + 1
2 (−1) = 1

2 , EPn = n
2 und somit EPn

n
= 1

2 . Das starke Ge-setz der groÿen Zahlen bedeutet, dass sogar Pn

n
−→ 1

2 mit Wahrsheinlihkeit
1 gilt.Das Studium von Tn ist niht ganz so einfah. Fibonai wandte sih deshalbzunähst dem Erwartungswert En = ETn zu.Der erste Sprung führt mit Wahrsheinlihkeit 1

2 zur Position +2, wenn n > 2ist, also um 2 näher an n. Danah benötigt man also im Mittel noh En−2

∗ Leonardo von Pisa, genannt Fibonai, a. 1180 bis 1250, war Mathematiker am HofeKaiser Friedrihs II.
∗∗ Eine religiöse Prozession, die jedes Jahr am Dienstag nah P�ngsten in Ehternah inLuxemburg statt�ndet. Die Teilnehmer �springen� in Reihen durh die Straÿen der StadtEhternah, bis zum Grab des Heiligen Willibrord in der Ehternaher Basilika.31 MONOID 102



Sprünge. Mit der verbleibenden Wahrsheinlihkeit 1
2 brauht man (von −1aus) im Mittel noh En+1 Sprünge. Insgesamt gilt also:

En =
1

2
(1 + En−2) +

1

2
(1 + En+1),für n ≥ 3. Für n = 1 und n = 2 �nden wir mit der entsprehenden Argumen-tation:

E1 =
1

2
· 1 +

1

2
(1 + E2) und E2 =

1

2
· 1 +

1

2
(1 + E3)Das so gefundene System von Gleihungen shreiben wir um zu:

E2 =2E1 − 2

E3 =2E2 − 2

En+1 =2En − En−2 − 2 für n ≥ 3Hieraus lässt sih jedes En als Funktion von E1 darstellen. Shreibt man E1 = x ,so erhält man sukzessive: E1 = x , E2 = 2x − 2, E3 = 2(2x − 2) − 2 = 4x − 6,
E4 = 2(4x − 6) − x − 2 = 7x − 14, und so weiter, allgemein En = anx − bn,wobei für n ≥ 3 gilt an+1x−bn+1 = 2(anx−bn)−(an−2x−bn−2)−2, das heiÿt
an+1 = 2an − an−2 und bn+1 = 2bn − bn−2 +2. Mit den Anfangswerten a0 = 0,
a1 = 1, a2 = 2, b0 = 0, b1 = 0, b2 = 2 können wir die Folgen also rekursivberehnen. Zunähst zur Folge an, n ≥ 0: 0, 1, 2, 4, 7, 12, 20, 33, 54, 88, .... DaFibonai dieser Folge zunähst nihts ansehen konnte, bildete er die Folge derDi�erenzen cn = an+1 − an und fand: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... also gerade�seine� Folge. Sein Ergebnis war somit an = F0 + F1 + ... + Fn−1.Nun shaute er sih die Folge bn an. Diese beginnt so: 0, 0, 2, 6, 14, 28, 52, 92, ....Wieder erkennt man zunähst nihts, aber wie sehen die Di�erenze dn = bn+1−
bn aus? 0, 2, 4, 8, 14, 24, 40, ...Es ist also dn = 2an und somit: bn = 2 · (F0 + (F0 + F1) + (F0 + F1 + F2) +
... + (F0 + ... + Fn−2)) = 2((n − 1)F0 + (n − 2)F1 + ... + Fn−2). Die Gestaltder beiden Folgen an, bn, n ≥ 0 hat Fibonai natürlih begeistert. Aber wasist der Wert von x?Dazu sah er sih die Werte der ersten En an: x = E1 > 0; 2x − 2 = E2 > 0,das heiÿt x > 1; 4x − 6 = E3 > 0, das heiÿt x > 3

2 ; 7x − 14 = E4 > 0, dasheiÿt x > 2; 12x − 28 = E5 > 0, das heiÿt x > 7
3 .Fibonai shaute sih die Darstellung der Folgen an und bn noh einmal anund kam dabei zu der Überzeugung, dass bn (als Summe von n Termen aj)shneller wähst, als aj . Diese Tatsahe wäre dann nur mir x = ∞ vereinbar.Man müsste demnah damit rehnen, dass es in der Regel sehr lange dauernwürde, bis die Prozession am Ziel ankommt.Nah seiner Rükkehr an den kaiserlihen Hof in Sizilien berehnete Fibonaiweitere Werte von bn

an
: 14

7 = 2, 28
12 = 7

3 kennen wir shon; danah 52
24 = 13

6 ,
92
40 = 23

10 ,.... Diese Folge sheint einem endlihen Grenzwert z zuzustreben, derMONOID 102 32



irgendwo in der Nähe von 3, 2 liegt. Dann wäre durhaus möglih, dass x endlihwäre; es müsste natürlih x ≥ z gelten.Nah Konsultation mit dem an der Università di Magonza lehrenden Mathe-matiker Giovanni-Giorgio Sarpa und mit anderen bedeutenden Gelehrten derdamaligen Zeit∗∗∗ erlieÿ Fiedrih ein kaiserlihes Edikt, nah dem x und damitalle En endlih seien und führte die Springprozession auf Sizilien ein, wo sieheute noh begangen wird.Wer forsht mit?Eine Folge von QuadratenUntersuhe die aus beliebig vielen Quadraten Q1, Q2, Q3, ... , Q8, ... gemäÿ demin folgendem Bild erkennbaren Muster aufgebaute geometrishe Figur. In ihrseien die Seitenlängen von Q1 und Q2 jeweils 1, die von Q3 sei 2 und so weiter.Ferner sei R1 = Q1, R2 = Q1 ∪ Q2, R3 = R2 ∪ Q3, ... die Folge der Rehtekein dieser Figur.

Interessant könnten sein:
• Das Bildungsgesetz der Seitenlängen der Quadrate Q1, Q2, Q3, ..., sowieder Seitenlängen und der Fläheninhalte der Rehteke R1, R2, R3, ...;
• die Folge der Vergröÿerungsfaktoren q1, q2, q3, ... der Seitenlängen von

Q1, Q2, Q3, ... sowie die Eigenshaften dieser Folge;
• Abänderungsmöglihkeiten beim Bildungsgesetz der Quadratfolge;
• Verallgemeinerungsmöglihkeiten (auh räumliher Art). (H. F.)

∗∗∗ Man verzeihe den Anahronismus: Der erwähnte Mathematiker ist ein Kollege aus heu-tiger Zeit, Hans-Jürgen Shuh, Professor an der Johannes Gutenberg-Universität Mainzund Mitglied der MONOID-Redaktion. Er hat einen Beweis gefunden, dass x tatsählihendlih ist. Der genaue Wert ist uns allerdings niht bekannt.33 MONOID 102



Hinweis: Eure Forshungsergebnisse könnt Ihr bis zum 31. August 2010 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils zwei Hefte später verö�entliht.In Heft 100 stellten wir Euh folgende Aufgabe:Potenz-QuersummenBei der gewöhnlihen Quersumme Q(n) einer natürlihen Zahl n werden ih-re Zi�ern addiert; das Verfahren der fortgesetzten Wiederholung Q(Q(n)),
Q(Q(Q(n))), ... endet shlieÿlih mit einer einzi�rigen Zahl.Wir laden nun dazu ein, einmal das abgeänderte Verfahren zu untersuhen, wenndie Quadrate, Kuben oder höhere Potenzen der Zi�ern einer natürlihen Zahl naddiert werden. Ist n = z1z2 ... zt mit den Zi�ern zi , 0 ≤ zi ≤ 9 für 1 ≤ i ≤ t,so sei Q2(n) := z2

1 + z2
2 + ... + z2

t , allgemein Qm(n) := zm
1 + zm

2 + ... + zm
t für

m = 2, 3, 4, .... Untersuhe nun das Verhalten von Qm(... (Qm(Qm(Qm(n)))) ...)für m = 2, 3, 4, .... (E.K.)ErgebnisseIhre Untersuhungsergebnisse haben uns zugeshikt:Marella Bek (Maria-von-Linden-Gymnasium, Calw-Stammheim), Philipp Del-hougne (Otto-Hahn-Shule Hanau), Alia'a Ahmed Doma und Shaima'a Ah-med Doma (beide Deutshe Shule der Borromäerinnen, Kairo) sowie FlorianShweiger (Gymnasium Marktoberdorf).Marella Bek ermittelte für 1 ≤ n ≤ 50 und m = 2, 3, 4, 5 die Anzahl derShritte, bis die Iteration Qm(... (Qm(Qm(n))) ...) erstmals eine einstellige Zahlerreiht. Aber im Untershied zum Fall m = 1, in dem der Prozess mit demErreihen einer einstelligen Zahl abbriht, ist dies für m ≥ 2 nur beim Erreihender 1 der Fall wie bei der Startzahl 7 im Fall Q2 in fünf Shritten: 7 → 49 →
97 → 130 → 10 → 1Shaima'a Ahmed Doma untersuhte Qm für m = 2, 3 und 4 am Beispiel derZahl 3 257, während ihre Shwester Alia'a Beispiele für Zyklen aufzeigte, inwelhe die iterierten Zahlenfolgen bei Anwendung von Qm laufen können.Systematisher ging Philipp Delhougne an die Untersuhung von Q2 und Q3heran: Neben Zahlenfolgen, die im Einerzyklus 1 enden, enthalten die anderen
Q2-Zahlenreihen eine der Zahlen aus dem Ahterzyklus 4 → 16 → 37 → 58 →
89 → 145 → 42 → 20 → 4, was Philipp für alle n ≤ 243 überprüft hat. Wegen
Q2(999) = 3 · 81 = 243 als maximalem Wert, den Q2 für dreistellige Zahlen
n überhaupt erreihen kann, shlieÿt er auf die Gültigkeit dieses Verhaltens füralle dreistelligen Zahlen, also auh für 324 = 4 · 81 = Q2(9999) und somit füralle vierstelligen Zahlen.Entsprehend argumentierte Florian Shweiger gleih allgemein: �Wenn man dieBerehnung der Potenzquersumme nur oft genug iteriert, so muss die Folge pe-riodish werden. Die Potenzquersumme (Potenz m) einer k-zi�rigen Zahl kannnämlih höhstens k · 9m sein. Dieser Term wähst nur linear mit k , währendMONOID 102 34



10k exponentiell wähst, daher muss es ein k geben, so dass die Potenzquer-summe einer Zahl mit mindestens k Zi�ern weniger Zi�ern hat als die Zahlselbst. Irgendwann wird also die iterierte Potenzquersumme kleiner als 10k , unddiese Shranke kann sie dann nie mehr übershreiten. Deshalb muss sih irgend-wann ein Wert wiederholen, und ab dann ist die Folge periodish, es gibt alsoAttraktoren.�Von diesen Überlegungen ausgehend, hat Florian mit einem Visual-Basi-Pro�gramm für m zwishen 1 und 5 alle Attraktoren bzw. Zyklen ermittelt. �Dazubestimmt es zunähst das k und berehnet dann für alle Startwerte kleiner
10k alle Folgenglieder bei wiederholter Potenzquersummenberehnung, bis eineWiederholung auftritt. Der Wert, bei dem dies geshieht, ist Startwert einesAttraktorzykluses, er wird gespeihert. Danah listet das Programm für jedenso gespeiherten Wert noh den Attraktor auf.� Für m = 2 und m = 3 bestätigtdas Programm die Resultate von Philipp Delhougne, die dieser zusätzlih in zweibeeindrukenden Gra�ken für n ≤ 100 präsentiert. Hier nur noh die Resultatevon Florian Shweiger fürAttraktoren Zyklen
m = 3 1; 153; 370; 371; 407 136, 244; 919, 1459; 55, 250, 133;160, 217, 352
m = 4 1; 1634; 8208; 9474 2178, 6514; 1138, 4179, 9219,13139, 6725, 4338, 4514.Wer war's?Des Rätsels Lösung von Seite 11von Hartwig FuhsDer Mann, der ein Doppelleben führte als ein unbe-deutender Mathematiker und zugleih als Verfasserdamals weltberühmter Büher � von denen sein Erst-lingswerk auh heute noh viel gelesen wird �, warCharles Lutwidge Dodgson (27.01.1832�14.01.1898),der seine literarishen Werke unter dem PseudonymLewis Carroll verö�entlihte.Sein erstes Buh �Alie's Adventures in Wonderland�(Alie im Wunderland) ershien 1865 und war von An-fang an höhst erfolgreih � sogar Queen Vitoria, diedoh ein Imperium zu regieren hatte, gehörte zu seinenbegeisterten Leserinnen (es gab auh Leser!) � Kinderwaren allerdings die gröÿten Fans der Alie und derspäteren Büher. 35 MONOID 102



Die Anziehungskraft der Carroll'shen Werke gründet sih niht nur auf diephantastishen und märhenhaften Inhalte ihrer Geshihten sondern auh aufdie ungewöhnlihe Art und Weise, wie sie erzählt sind � niht �geradeaus�, wiees damals die Tradition war:Carrolls Texte wimmeln von Abshweifungen und Einshüben � Gedihte, Rät-sel, Logeleien und manhmal sogar mathematishe Aufgaben.Oft auh verwirrte er seine Leser, führte sie in die Irre, indem er sie mit �dunklen�Textpassagen konfrontierte, die kaum zu durhshauen sind oder überhauptkeinen Sinn ergeben � der pure Nonsens dann.Wenn bei solhen shwierigen Stellen Mathematik im Spiel ist, sind Kinder undauh mathematish Ungeübte shnell fertig mit ihrem Urteil: Wohl wieder einCarrollsher Nonsens!Aber das kann leiht ein Fehlurteil sein � Carroll war ja immerhin Mathematikerund er hat seinen Lesern vielleiht zeigen wollen: Ih kann Mathematik!Ein solher Fall könnten die auf den ersten Blik unsinnig sheinenden Reh-nereien aus dem 2. Kapitel von �Alie im Wunderland� sein, die wir uns näheranshauen wollen.Alie rehnet dort:∗. . . four times �ve is twelve,four times six is thirteen,four times seven is. . .� Oh dear! I shall never get to twenty at that rate!Ist das nun Nonsens oder stekt Mathematik dahinter?Beginnen wir mit der ersten Zeile von Alies Rehnerei.Man kann den Wert eines Produkts �four times �ve� � also �twenty� auf vielerleiArten darstellen � in einigen alten Kulturen mahte man es so:
∩∩ << κ XXägyptish babylonish griehish römishWarum sollte man den Wert von 4 · 5 niht auh als 12 angeben dürfen? Dannwäre 12 die �Vershlüsselung� des Wertes von 4 ·5, bei der die Zi�er 1 nun aberniht mehr wie im Dezimalsystem, also dem Zahlensystem mit Basis 10, dieBedeutung 1 · 10 hätte.Zi�erndarstellungen von Zahlen, bei denen die Zi�ern eine andere Bedeutungals im 10-System besitzen, lernen wir aber alle in der Shule kennen.Beispiel: Wenn die Zahl n im 10er-System die Zi�erndarstellung 42 hat, dannbedeutet das: n = 4 · 101 + 2 · 100∗∗. Im 2er-System hat die gleihe Zahl n dieZi�erndarstellung 101010 wegen n = 1 ·25 +0 ·24 +1 ·23 +0 ·22 +1 ·21 +0 ·20und im 13er-System hat sie die Zi�erndarstellung 33 wegen n = 3 ·131 +3 ·130.

∗ �. . . vier mal fünf ist zwölf, . . . � oh weh! Auf die Art komme ih nie zur Zwanzig!�
∗∗ Man de�niert b0 = 1 für jedes b 6= 0.MONOID 102 36



Lässt sih daher eine Basis b �nden, so dass 4 · 5 = 12 in diesem ber-Systemgilt?In einem ber-System bedeutet 4 · 5 = 12, dass 4 · 5 = 1 · b1 + 2 · b0 ist. Da wirwissen, dass 4 · 5 den Wert zwanzig hat, muss also b = 18 sein: 4 · 5 = 12 istnur im 18er-System eine rihtige Gleihung!Überprüfen wir diese Überlegung an Alies zweiter Rehnung:In einem ber-System bedeutet 4 · 6 = 13, dass 4 · 6 = 1 · b1 + 3 · b0 ist. Weildas Produkt 4 · 6 den Wert vierundzwanzig hat, ist b = 21 und damit gilt dieGleihung 4 · 6 = 13 im 21er-System!Nun stellt Alie die Behauptung auf: Wenn Du nah dem aus den 2 1
2 erstenZeilen erkennbaren Muster weiterrehnest, wirst du niemals zur 20 gelangen!Probieren wir es mal.

4n als Summe Alies Berehnungen von 4n inBasis b Produkt 4n c · b1 + d · b0 Zi�erndarstellung im b-System18 4 · 5 4 · 5 = 1 · 18 + 2 4 · 5 = 12 im 18er-System21 4 · 6 4 · 6 = 1 · 21 + 3 4 · 6 = 13 im 21er-System24 4 · 7 4 · 7 = 1 · 24 + 4 4 · 7 = 14 im 24er-System27 4 · 8 4 · 8 = 1 · 27 + 5 4 · 8 = 15 im 27er-System30 4 · 9 4 · 9 = 1 · 30 + 6 4 · 9 = 16 im 30er-System33 4 · 10 4 · 10 = 1 · 33 + 7 4 · 10 = 17 im 33er-System36 4 · 11 4 · 11 = 1 · 36 + 8 4 · 11 = 18 im 36er-System39 4 · 12 4 · 12 = 1 · 39 + 9 4 · 12 = 19 im 39er-System42 4 · 13 4 · 13 = 1 · 42 + 10 4 · 13 = 20 im 42er-SystemTatsählih endet Alies Rehenmuster mit dem Produkt 4 · 13, denn im zuge-hörigen 42er-System bedeutet die in Zi�ern geshriebene Zahl 20, dass 20 =
2·421+0·420, also vierundahtzig, während aber 4·13 den Wert zweiundfünfzighat.Es ist also durhaus denkbar, dass Alies sheinbar unsinnige Rehnereien tat-sählih no nonsense sind � weil Lewis Carroll in ihnen die oben beshriebenenÜberlegungen als mathematishe Herausforderung seiner Leser im Text ver-stekt hat: Der Leser soll heraus�nden, dass die Produkte 4 · 5, 4 · 6, . . . ,
4 · 12 bei rihtiger Interpretation von �twelve, thirteen, . . . , nineteen� rihtigberehnet sind.Und so hätte Lewis Carroll eine sehr shöne Aufgabe augenzwinkernd in seinBuh eingeshmuggelt.Noh eine Carroll'she AufgabeDie folgende Mathespielerei hat Carroll wohl gebastelt, als er gerade an einerArbeit über die Mengen-Diagramme seines Kollegen J. Venn (1834�1923) ausCambridge shrieb.Dabei mahte er zehn Voraussetzungen:37 MONOID 102



1. In meinem Haus gibt es keine Tiere auÿer Katzen.2. Nur Tiere, die gerne den Mond anshauen, können meine Lieblingstieresein.3. Wenn ih einem Tier niht aus dem Wege gehe, dann mag ih es.4. Es gibt kein �eishfressendes Tier, das nahts niht jagt.5. Jede Katze fängt Mäuse.6. Kein Tier, auÿer denen in meinem Haus shlieÿt Freundshaft mit mir.7. Känguruhs können niht meine Lieblingstiere sein.8. Nur �eishfressende Tiere fangen Mäuse.9. Ih mag die Tiere, die mit mir Freundshaft shlieÿen.10. Tiere, die nahts jagen, shauen gerne den Mond an.Wie verhält sih nun Lewis Carroll gegenüber Känguruhs?Die Lösung der AufgabeDie Voraussetzungen 1.�10. handeln o�ensihtlih von Mengen von Tieren unddavon, welhe Beziehungen des Enthaltenseins zwishen diesen Mengen beste-hen.Wir stellen daher zunähst eine Liste aller in 1.�10. genannten Mengen, geordnetnah ihrem Vorkommen in 1.�10., zusammen.Bezeihnung Beshreibung der Menge Vor.
ALL alle Tiere
KAT alle Katzen 1. und 5.
HAU alle Tiere in meinem Haus 1. und 6.
LIE alle meine Lieblingstiere 2. und 7.

MON alle Tiere, die den Mond anshauen 2. und 10.
MAG alle Tiere, die ih mag 3. & 9.
WEG alle Tiere, denen ih niht aus dem Weg gehe 3.
FLE alle Tiere, die Fleish fressen 4. und 8.
JAG alle Tiere, die nahts jagen 4. und 10.
MAU alle Tiere, die Mäuse fangen 5. und 8.
FRE alle Tiere, die mit mir Freundshaft shlieÿen 6. und 9.
KAN alle Känguruhs 7.Wir veranshaulihen die Mengen der Liste durh Venn-Diagramme mit demZiel, ihre ⊂-Beziehung∗∗ transparent zu mahen. Nah einigem Probieren stelltsih heraus, dass es mögliherweise günstig ist, mit der �Übersetzung� von 6.und danah mit 1. zu beginnen.6. besagt, dass alle Tiere, die mit mir Freundshaft shlieÿen (FRE ), in meinemHaus sind. Da es aber durhaus auh Tiere gibt, die keine Freundshaft mit mir

∗∗ A ⊂ B bedeutet: A ist Teilmenge von B, also jedes Element von A ist auh Element von
B.MONOID 102 38



shlieÿen, folgt: FRE ⊂ HAU für die Mengen FRE und HAU.Aus 1. ergibt sih für die Mengen HAU und KAT , dass HAU ⊂ KAT .Also gilt auh: FRE ⊂ HAU ⊂ KAT oder anshaulih:Aus FRE
HAU

ALL

6. und ALL

KATHAU

1. folgt FRE

ALL

KAT

6. & 1.
HAU .Wenn man nun die übrigen Voraussetzungen nah ⊂-Beziehungen durhforstet,gelangt man zu der Kette:

MAG
9.⊂ FRE

6.⊂ HAU
1.⊂ KAT

5.⊂ MAU
8.⊂ FLE

4.⊂ JAG
10.⊂ MON

2.⊂ LIEund aus 7. ergibt sih noh, dass die Mengen LIE und KAN keine gemeinsamenElemente haben.In der ⊂-Kette kommt 3. niht vor. Mahen wir uns die �Wenn-dann�-Aussagean einem Beispiel klar. Es gelte:Wenn eine Rose rot ist, dann duftet sie. Weil es aber auh duftende Blumengibt, die keine roten Rosen sind, haben wir {rote Rosen} ⊂ {duftende Blumen}.Entsprehend lautet die �Übersetzung� von 3. für die Mengen WEG und MAG :
WEG

3.⊂ MAG .Damit lässt sih die ⊂-Kette nah links verlängern.Eine �Übersetzung� der gefundenen Beziehungen in einem Venn-Diagramm istdie nahfolgende Figur. Mit ihr lässt sih nun die Frage beantworten, wie sihLewis Carroll gegenüber Känguruhs verhält.
KATFRE HAUMAGWEG FLE LIEJAG MONMAU KAN

ALL
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Kein Känguruh gehört zu Carrolls Lieblingstieren, weil KAN ∩ LIE = {} ist.Aus WEG ⊂ MAG ⊂ LIE folgt daher: Carroll mag keine Känguruhs und ergeht auh keinem Känguruh niht aus dem Weg � das heiÿt er geht Känguruhsaus dem Weg. Mitteilungen
• Das Titelbild wurde freundliherweise von Tina Kaplan für uns erstellt,die an der Pädagogishen Hohshule Karlsruhe Mathematik für das Lehr-amt an Grund- und Hauptshulen studiert hat und jetzt in der Nähe vonKarlsruhe als Lehrerin tätig ist.
• In unregelmäÿigen Abständen werden Aufgabenteile oder ganze Aufgabenersheinen, die mit einem ⋆ gekennzeihnet sind. Diese sind besonderskni�ig und deshalb als eine Bonusaufgabe gestellt, mit der es ausshlieÿlihBonuspunkte zu erreihen gibt, siehe Seite 2.
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